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Exercice 1

Partie 1

1. (a) Un calcul matriciel donne

2 7 —14
A2=1[0 9 o0
7T -7 23
Par conséquent,
-12 0 0
A2—7A=( 0 -12 0 |, A2 —TA = 1215,
0 —12

(b) L’égalité précédente s’écrit
A? —TA+12I3 =03,  soit (A —3I3)(A—4l3) = 03.

Le polynome (X —3)(X —4) annule donc A. D’apres la propriété d’inclusion du spectre,

‘les seules valeurs propres possibles de A sont 3 et 4. ‘

(c) Pour la valeur 3, on résout (A —3I3)U =0 :

-1 1 =2 T
0 0 0 y| =0 <<= y=zx+2z2.
1 -1 2 z
Ainsi,
1 0
Ker(A—3I3) =Vect | | 1], ]2
0 1

Cet espace contient des matrices colonnes non nulles, donc 3 est valeur propre.
Pour la valeur 4,

-2 1 =2 T
0O -1 0 y| =0 <<= y=0, z=-—=z
1 -1 1 z
Donc
-1
Ker(A — 413) = Vect 0 ,
1

et 4 est également valeur propre. Finalement,

les valeurs propres de A sont 3 et 4,

1 0 -1
Ker(A—3I3) =Vect [ [1|,]2] ]|, Ker(A—4I3)= Vect
0 1 1
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(d) Comme 0 n’est pas valeur propre de A, la matrice A est inversible. De plus, la réunion
des bases obtenues a la question précédente contient trois matrices colonnes et forme
une base de M3 1(R). Ainsi,

‘A est inversible et diagonalisable.

2. (a) Pour U =(z,y, 2), le systtme BU = 0 équivaut a

r—y—2=0,
= 2=0, z=uy.
—r+y—2=0,

Ainsi, 0 est valeur propre de B et son sous-espace propre associé est ce noyau :

1
0 est valeur propre de B, Ker(B) = Vect 1
0
(b) On effectue des opérations élémentaires sur les lignes :
-1 -1 -1 1 1 1 1 11
B-2lb=|-3 1 -3|~]0 4 0|~]0 1
-1 1 -1 0 20 0 00
Il y a deux lignes non nulles. Par conséquent,
‘rg(B —2I3) = 2.‘
Le théoréme du rang donne alors dim Ker(B — 2I3) = 1.
(¢) On calcule
1 3 1
Bl-1]|=|-3|=3]-1
-1 -3 -1
Ainsi,
1
3 est valeur propre de B, —1 | est un vecteur propre associé.
—1

(d) La question b montre que Ker(B — 2I3) est de dimension 1. Une résolution du systeme

donne
-1
Ker(B — 2I3) = Vect 0
1
On dispose donc des trois matrices colonnes
1 1 -1
—-11, 1], 0|,
-1 0 1

associées respectivement aux valeurs propres distinctes 3, 0 et 2. Elles forment une
base de M3 1(R). Par conséquent,

B est diagonalisable.
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3. L’ordre imposé dans Do conduit a choisir, dans 'ordre, un vecteur propre de B associé a 3,
puis a 0, puis a 2. Les conditions sur la premieére ligne fixent leurs signes :

1 1 -1
P=|-11 0
-1 0 1
Les calculs précédents donnent
3 00 300
AP=P|0 3 0}, BP=P[|0 0 O
0 0 4 0 0 2
Les colonnes de P formant une base, P est inversible. Ainsi
1 1 -1 3 00 3 00
P=|-11 0|, Di={(0 3 0|, Dy=1]0 0 O
- 1 0 0 4 00 2

Partie 11

1. Pour tout n € N, on multiplie la relation définissant X,, ;o & gauche par P~! :

Vopo =P ' X4

1 1
= EP_IAXn-;-l + EP_IBXn

1 1

= éP_lAPP_anH + 6P—prp—lxn.

Comme Dy = P71AP, Dy = P"'BP et Y, = P71X,,

Vn S N, Yn+2 =

1 1
6D1Yn+l + 6D2Yn~

2. En identifiant les trois coefficients des matrices colonnes dans la relation précédente, on

obtient
1 1
np+42 = %an—l—l + ana
Vn € Na bn+2 % n+1a
Cn+2 = 3Cn+1 + 3
3. Posons
1 -1 1
Q=11 0 1
1 -1 2
Un calcul direct donne PQ = QP = I3. Donc
1 -1 1
Pl=[1 o0
1 -1 2
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Puis

2
Yo=P 'Xy=1|2], Vi=P'X;=| 1
1

Ainsi,

Yo =1%(2,2,1), ) =1%(1,1,-1).

4. La relation vérifiée par (ay) s’écrit

1

An4+2 — Qp+1 = _i(an—l—l - an)-

Donc il existe deux réels A, p tels que

1\ "

Les valeurs ag = 2 et a1 = 1 donnent

A p=2, A—g

=1,

dou A =4/3 et u=2/3.

Pour n > 1, la deuxiéme relation donne immédiatement

1 n—1
b= 1| = .
(3)

Cette formule vaut aussi pour n = 0 sous la forme b, = 2(1/2)".

Enfin,
1

Cn+2 — Cpt1 = _g(cn-i—l - Cn)a

donc
1 n
Cp = >‘/+Hl (—3> .
Avec ¢g = 1 et ¢4 = —1, on trouve
!/
N4+ =1, )\’—%:—1,

puis X' = —1/2 et ¢/ = 3/2. Finalement,

vneN, a,=-+=-(—-=], bp=2(=), ch=—+=-(—-2] .
nel w=5+3(3) () @=-3+5(3)

5. Comme X, = PY,,,
ap = ap + by — Cp, Bn:_an+bn7 Yn = —0Qn + Cn-

En remplagant a,, b,, c, par leurs expressions, il vient
_11+2( 1)”+2<1)” 3( 1>”
T T2 2) “2\"3)"
N\t 2/ 1\" 4
w7363
2 3 2 3

12 ( 1>"_%
=T T3\ 72
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6. (a) def X(n):
Xold = np.array([3,0,-1])
Xnew = np.array([3,0,-2])

np.array([[2,1,-2],[0,3,0],[1,-1,5]1)
np.array([[1,-1,-1],[-8,3,-3],[-1,1,11])

i in range(2,n+1):

Aux = (1/6)*np.dot(A,Xnew)+(1/6)*np.dot(B,Xold)
Xold = Xnew

Xnew = Aux

return Xnew

(b) Les expressions précédentes donnent

11 4 11
T h—-n m— -

—
an 3’ 6

Sur la figure, les croix tendent vers 11/6, les cercles vers —4/3 et les losanges vers
—11/6. Ainsi,

Exercice 2

‘croix : (am), cercles : (By), losanges : (Vn)‘

Partie I : étude de deux suites

1. (a) Quand x = 0", 1/(z+1) = 1, In(z) = —oc et In(x + 1) — 0. Ainsi f(x) - —oc.
Quand z — +o0,

T

1 1 1
f(x)_ac+1+ln<x+1)_:U+1+ln<1+1/x>’

et les deux termes tendent vers 0. Donc

(b) Pour tout = > 0,

Jlim f(z) =—co,  lim f(z)=0.

oy 1 11

Sa) = (a:+1)2+:c x+1
C(w+1)P—z—z(x+1) 1 0
N x(r+1)2 z(z+1)2 -0

La fonction f est donc croissante sur R” . Son tableau de variations est

T 0 +00
/(@) +
f(x) | =0 7~ 0

(c¢) Pour tout n € N*,

Ainsi,

1
Un 4l = Un = o In(n+ 1) + In(n)
1
=i +1In(n) —In(n+ 1) = f(n).

Vn € N*¥, unH—un:f(n).‘
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(d) D’apres les limites et la croissance de f, on a f(x) < 0 pour tout > 0. La question
précédente donne alors u,4+1 — u, < 0. Donc

def u(n):
s =0

’ (Un)n>1 est décroissante.‘

for k in range(l,n+1):

s = s+1/k
return s-np.log(n)

Pour tout n > 1,

Un+1 — Un = Up+1 — Up —

D’ou

= % +1In(n) —In(n+ 1)

1
ln(l—i-).
n

1

1

n—|—1+n

Vn € N¥,

1

vn+1—vnzﬁ—ln

(

1

1+ =

n

).

Posons h(z) = z —In(1 4+ z) pour > 0. Alors

0, B (z)=1

1

X

La fonction h est croissante, donc h(z) > h(0) = 0. Ainsi,

szm

In(1+2z) < ;1:‘

— = > 0.
1+=x 1+x

En appliquant cette inégalité & x = 1/n, la question a donne v,4+; — v, > 0. Par

conséquent,

‘ (Un)n>1 est croissante. ‘

La formule de Taylor—Young a l'ordre 2 en 0 donne

In(1

Avec x = 1/n, on obtient

Par conséquent,

2

+ 1) a
T)=T— —
2

Un+1 — Un =

+ o(z?)

1 1
2 7o\ 2

(x —0).

).

Un+1 — Un

1
n—+oo 2n2’

Les termes v, 41 — v, sont positifs et sont équivalents a 1/(2n?). La série 3 1/n?
converge. Par comparaison par équivalent,

On note sa somme 7.

n>1

Z(Un+1 — vy,) converge.

6
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(e) La somme est télescopique :

n—1

Z(U’fﬂ — V) = Up — V1.

k=1
Or up =1, donc v1 = u; — 1 = 0. Ainsi,

n—1

Z(Uk+1 — Vg) = Vp.

k=1

Les sommes partielles de la série précédente tendent vers . Donc

lim v, =~.
n—-+o0o " v

3. (a) Puisque u, = v, + 1/n, que v, — v et que 1/n — 0,

lim wu, =7.
n—-+oo

(b) La suite (v,) est croissante et converge vers v, donc v, < 7. La suite (u,) est
décroissante et converge vers «y, donc v < u,. Ainsi,

Uy <7 < Up.

Comme u,, — v, = 1/n, il vient

1
0<up —v< Uy —vp =—.
n
Finalement,
1
Vn € N, Up <y < U, lup — | < —.
n
(c) Le choix
1
n = {J +1
€

assure n > 1/e, donc 1/n < e. D’apres la question précédente,
1
lup — 7] < = <e.
n

Le script calcule donc une valeur approchée de v avec une erreur inférieure a la
précision saisie. Ainsi,

le nombre affiché approche ~ avec une erreur inférieure a e.

Partie II : étude d’une série

1. Pourn > 1, a, > 0 et
1 1

T @ — 1) oo 202

La série >_ 1/n? converge. Par comparaison par équivalent,

E an converge.
n>1
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2. (a) Dans la somme Y3, 1/k, on sépare les indices pairs des indices impairs :

2n 1 n 1 n 1
IR
= k = 2k = 2k —1
Donc
z”: 1 n 1 z”: 1
= 2k —1 k:lk = 2k
(b) L’égalité
1 o« I}
n(2n—1) n 2n-—1

équivaut a
l=a2n—-1)+pfn=2a+p)n—a.

L’identification donne —a = 1 et 2a + 3 = 0. Ainsi,

2
— —9 -
a=-1 f=2  a 2 — 1
(c) D’apres les questions précédentes
Sw=-Y )
2k -1
i 1 i "1
D a2 r 25
k=1 k k=1 k k=1 2k
B 2n i 1
= k
2n
1
k=n+1
D’ou
n 2n 1
v * = -
n € N¥, Z ar =2 Z A
k=1 k=n+1
3. (a) Par définition de w,,
n
1
Z 7= Un + In(n)
k=1
Ainsi,
ST SR ok
e LI e L i
= ugy, + In(2n) — u,, — In(n)
= Ugp, — Up, + 1n(2)
Donc
2n 1
Z — = ugp — Uy + In(2)
k=n+1
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(b) Comme ug, — 7y et up — 7,
Ugp — Up + 1n(2) — In(2).

La question 2c¢ donne alors

—+00
> ap =2In(2).
k=1

4. (a) Pour k € [1,n],
1 1

1

z avec k remplacé par n + k donne

En posant j = n + k, on obtient

DI i .
o d i 1k

(b) Le membre de gauche a déja été calculé a la question 3a :

18 1
=

En utilisant encore la question 2c,

+oo
Z a, = 21In(2).
n=1

Exercice 3

> g = e e+ In(2) — 1),

n+k:%1+k/n'

Partie 1

1. Ici X compte, lors de trois lancers indépendants, les succes de probabilité 2/3. Donc

2
X‘—>B<3,3).

L’événement A est réalisé pour X = 0 ou X = 2. Par conséquent,
1\* (3 /2?21 1 12 13
IP) A == - — _ = — _— = —,
) (3> * (2) (3) 3 27+27 27

| X < B(3,2/3),  P(A)=13/27.]

Ainsi,

2. Si X est pair, le gain est 10X ; s’il est impair, le gain est —10X. Les quatre valeurs possibles

de X donnent donc

|G() = {~30,-10,0,20}. |

La loi binomiale de X fournit

g |30 -10 0 20

8 6 1 12

P = — — ——
(G g)‘ 97 271 27 27
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3. La variable G prend un nombre fini de valeurs, donc son espérance existe et

8 6 12
E(G) = —30-- — 10— + 205>
(G) = =305 — 10 + 20
_ —240-60+240 20

27 9

Ainsi,

20
E(G) = -y <0, le jeu n’est pas favorable au joueur.

Partie 11

1. (a) Ona Y (Q2) = {—1,1}. De plus, Z = 1 exactement sur A et Z = 0 sur I’événement
contraire. Donc

Ainsi,

V() ={-1,1}, Z<B(1,P(4))]

(b) Comme Y = 2Z — 1, les propriétés de 1'espérance donnent

Or Z suit une loi de Bernoulli de parametre P(A), donc E(Z) = P(A). Finalement,

2. (a) X compte les succes lors de n répétitions indépendantes d’une épreuve de Bernoulli
de parametre p. Donc
X — B(n,p).

(b) Puisque Y = (=1)X et que X prend un nombre fini de valeurs,

k=0

=S (-1 (Z)ml —pyn
k=0

= (Z) (—p)*(1 —p)"*
k=0

3. En rapprochant les deux expressions de E(Y'),
2P(A) —1=(1-2p)".

Donc
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4. On a 1

P(A) > =

(4) 2

Sip<1/2,alors 1 —2p > 0, et cette condition est satisfaite. Si p > 1/2, alors 1 — 2p < 0,
et sa puissance n est positive exactement lorsque n est pair. Ainsi,

<~ (1-2p)">0.

1
P(A) > = p < 3 ou n est pair| .

1
2

Partie II1

1. Puisque Y vaut 1 lorsque X est pair et —1 lorsque X est impair,

Ainsi,
E(G) = 10E(X(—1)%) = 10> (-1)*kP(X = k),
k=0
d’ott

2. Pour k € [1,n],

Par conséquent,

)

3. En utilisant la loi de X puis la question précédente,

E(G) = 10 zn:(—l)’“k (Z)p’“(l —p)"*
k=1

= 10np Zn:(—l)k (Z ~ 1)29’“‘1(1 —p)" "
k=1

On pose j=k—1:

n—1

E(G) = —10np ) (-1)’ (n J_ 1>pj(1 —p) Tt
7=0

n—1

= —10np((1 —p) — p)

La derniére égalité provient de la formule du binéme. Ainsi,

E(G) = —10np(1 — 2p)" L.

11
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4. Comme 10np > 0,
E(G)<0 <= (1-2p)"'>0.
Pour p < 1/2, cette condition et P(A) > 1/2 sont toutes deux vérifiées. Pour p > 1/2, la
premiere impose que n — 1 soit pair, donc que n soit impair, tandis que la seconde impose
que n soit pair : elles ne peuvent pas étre vérifiées ensemble. Donc

N =

1
2’ <~ p<
0

P(A) >
E(G) <

5. (a) Pour n =1, f(x) = z est croissante sur [0,1/2].
Supposons n > 2. Pour z € [0,1/2],
flx)=(1—=22)"" —2z(n—1)(1 — 2z)" 2
= (1—2x)""%(1 — 2nz).

Le premier facteur est positif sur [0,1/2[. Ainsi f’ est positif sur [0,1/(2n)], nul en
1/(2n) et négatif sur [1/(2n),1/2[. On obtient

1 1

fla) | + 0 -
1 " !

fo o /o (1-0) N

Pour n = 1, le maximum vaut aussi f(1/(2n)) =1/2.

(b) Le gain moyen du forain est —E(G) = 10nf(p). Il est donc maximal lorsque f(p) est
maximal. D’apres la question précédente,

p:%.

Partie IV

1. Ici X; suit la loi binomiale de parametres 2 et 1/4. Le gain G; vaut 0, —10 ou 20 selon que
X; vaut 0, 1 ou 2. Ainsi,

g |0 —10 20

96 1

PG—g] T T 1

(@i=9) % 16 16

Puis 6 ] 5
E(Gi) = —10— + 20— = —2,

(G) 076 72916 = 732
ot 6 1 125
2\ e -
E(GF) = 100 ¢ +400 ¢ = -

La formule de Kénig—-Huygens donne

V(G) = B(G]) ~E(G) = o - 2 = 22

2 4 4
Donc
5 225
E i) = T 5 i) = -
G)=-3, V(G)="
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2. Le gain du forain est I'opposé de la totalité des gains algébriques des joueurs :

200

J=-> G
=1

Par linéarité de I'espérance,

200

E(J) ==Y E(G;) = —200 (—2) = 500.
=1

Les participations étant indépendantes, les variables GG; sont indépendantes. D’apres la
propriété d’additivité de la variance pour des variables indépendantes, et puisque la mul-
tiplication par —1 ne change pas la variance,

200 295
= i) = 200" = 11250.
V(J) ;V(G) 005 50

Finalement,

[E(J) =500,  V(J)=11250.]

3. Si J < 100, alors J — 500 < —400, donc |J — 500 > 400. Ainsi,
[J < 100] C [|J — 500| > 400].

Par croissance d’une probabilité,

[ P(J < 100) < P(|.J — 500] > 400). |

4. L’inégalité de Bienaymé—Tchébychev affirme que, pour toute variable aléatoire T" possédant
une variance et tout réel a > 0,

P(IT — B(T)| > a) < 1),

a
On lapplique a T'= J et a = 400 :

11250 11250 9
P(|J —500| > 400) < = = —.
( 12 )< 4002 160000 128

Avec la question précédente,

9
P(J<1 < —.
(7= 100) < 128

5. On a 9/128 < 1/10. Par passage a I’événement contraire,

9 119 9
P 1 =1-PJ<L1 >l =—> —.
(J > 100) (J <100) > 198 = 198 ~ 10

Le risque que le gain ne dépasse pas 100 euros est donc inférieur & 10 %. Ainsi,

‘le forain peut installer son stand selon le critére fixé.

13
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