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Exercice 1

G. Bignon

Partie A

1. (a) En effectuant le produit matriciel, on obtient

2

(12t
A2:§ -1 -1 =2
1 1 2
0 -3 -3 0 -1 -1
1 1
=50 =3 =3]=35]0 -1 -1
0 3 3 0 1 1
Puis
e e A B
143:142,4:§ 0 -1 —1|[-1 -1 —2| =0;.
0 1 1 1 1 2
Ainsi,
L (0 -1 -1
A2:g 0 —1 —1| et A®=0;s.
0 1 1

A3X = \3X.

Soient A une valeur propre de A et X € M3 ;(R) un vecteur propre associé. Alors

Or A% =03 et X # 0, donc A3 = 0, puis A = 0. On utilise ici la propriété suivante :

inclusion du spectre dans les racines d’un polynéme annulateur.

Elle donne
’0 est I'unique valeur propre possible de A.
(c) Pour X = (g) € M31(R), la relation AX = 0 équivaut a
—x+2y+2=0,
—x—y—22=0,
r+y+22=0.
Les deux dernieres équations sont équivalentes. La premiere donne x = 2y + z ; en
la reportant dans la troisieéme, on trouve 3y + 3z = 0, donc y = —z et x = —z. Par
conséquent,
-1
X=z|-1
1
D’ou
-1
Ker(A) =Vect [ [ -1 |, dimKer(A) = 1.
1
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(d)

Si A était diagonalisable, elle serait semblable a une matrice diagonale dont tous les
coefficients diagonaux seraient nuls, puisque sa seule valeur propre possible est 0. On
aurait alors A = 03, ce qui est faux. Ainsi,

A n’est pas diagonalisable.

Supposons
)\16/1 + )\26’2 + Ageé =0.

En lisant les trois coordonnées, il vient

—A1+ 2\ — A3 =0,
—A1 — A2+ 2X3 =0,
AL+ A+ A3 =0.

La somme des deux dernieres équations donne 3A3 = 0, donc A3 = 0. La troisieme
donne alors A\; = — o, puis la premiere donne 3Ay = 0. Les trois scalaires sont nuls :
la famille est libre. Comme elle contient trois vecteurs de ’espace E, de dimension 3,
elle en constitue une base. Ainsi,

B = (€, eh, e}) est une base de E.

Un calcul direct donne
Aey =0, Aely = €, Aely = é.

La matrice de ’endomorphisme associé a A dans la base B’ a donc pour colonnes les
coordonnées respectives de ces trois images :

010

00 1|=T.

0 00
Comme P est la matrice de passage correspondante, on obtient

PlAP =T.

On remarque que

Par identification,

a=-1, pB=1, M=I-A]

En utilisant la question précédente et P~1AP =T,
M =P 'MP=P Y I-AP=I-T.

Ainsi,
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(c) Comme T3 = 03,
(I-TYI+T+TH=1-T3=1.

Ainsi I — T = M’ est inversible. Une matrice semblable & une matrice inversible étant
elle-méme inversible, il vient

‘M est inversible. ‘

(d) Puisque M — I = —A et A% = 03,
(M —1)* = —-A% = 03.

En développant,
M3 —3M?+3M — I = 05.

Apres multiplication & gauche par M !, dont l'existence vient d’étre établie,
M?—3M+31— M~ =03.

Finalement,

(M—-1)*=03, M '=M*-3M+3I.

e) Pour n € N, la formule du bindome de Newton s’applique car I et A commutent :
) ppliq

M" = (I — A" = znj <Z> (—1)k Ak

k=0

—1
=T - nA+ ”(”2),42,
puisque A¥ = 03 pour k& > 3. Pour n = —1, le membre de droite devient
I+ A+ A%

Or
(I-A)T+A+A%)=T-A%=1,

donc cette expression est bien M ~!. Ainsi,

1
M"=1—-nA+ n(n2)A2 (n € N), et la formule reste vraie pour n = —1.

Partie B

1. De V2 =T, on déduit
VI =VV2=V3=V2V =TV.

2. (a) Comme TE; =0, la commutation donne

Donc

T(VEy) = V(TE,) = 0.

Ainsi VE; € Ker(T). Or la résolution de TX = 0 donne Ker(7') = Vect(Ey). Il existe

donc a € R tel que
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(b) Puisque TEy = Ej,
T(VEy —aFEy) =TVEy—alTEy =VTEy, —aF, =VE; —aE; =0.

Le vecteur V Ey — aE5 appartient donc a Ker(7') = Vect(E;). Il existe b € R tel que

\VE, =bE) + aky |

(c) Comme T'E3 = E5, on a
TVE;=VTE;=VEy,=aky+ bE.
Par conséquent,
T(VE; — aBs — bEy) = TV E; — aly — bE; = 0.

Ainsi,

\VE5 — aBs — bE € Kex(T). |

(d) 11 existe donc ¢ € R tel que
VE3 =cE; +bEy + aEg.

Les colonnes de V étant V Eq, V Ey et V E3, on obtient

V=

S O Qe
o o
SIS e

3. On calcule
2 2ab b%+ 2ac

a
Vi=|0 a®  2ab
0 0 a?
L’égalité V2 = T imposerait d’abord a? = 0, donc a = 0, puis 2ab = 1 en comparant les

coefficients de la premiere ligne et de la deuxiéme colonne. Cette derniere égalité devient
0 =1, ce qui est impossible. L’hypothese initiale est donc fausse :

il n’existe aucune matrice G € Mz(R) telle que G* = A.

Exercice 2

Partie A

1. Les plus petites lignes de niveau visibles entourent le point (1,1) et portent des valeurs
proches de 3. Les valeurs augmentent lorsqu’on s’éloigne de ce point. On peut donc
conjecturer

’ f admet un minimum local en (1,1), de valeur approximative 3. ‘

2. (a) Sur R% x R%, les fonctions (z,y) — z, (z,y) — v, (z,y) — 1/z et (z,y) — 1/y?

sont de classe C2. Les produits et sommes qui définissent f conservent cette propriété.
Ainsi,

2
f est de classe C* sur R x R7.
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(b) Pour (z,y) € R% x R%,

Oy = =5 Oaflay) =5+ 2
Un point critique vérifie
1 1 T
? = ﬁ et y= E
Comme z et y sont positifs, la premiere égalité donne z = y. La seconde donne
y* = . En combinant ces deux relations, y* = y, donc y> = 1, puis ¢ = y = 1.

Réciproquement, (1,1) annule bien les deux dérivées partielles. Ainsi,

1 1 2x
61f(.%',y): ?_?7 62f($>y) :_y73+2y7 A:(lal)

(c) On calcule

2 2
Rofey) =5 Faflwy) =Ry =,

et 6
T
03 o f (z,y) = " +2.

Au point A = (1,1), la matrice hessienne vaut donc

v7my:(i‘j>zﬂ.

(d) Cherchons les valeurs propres de H. Si U = () € M3 1(R) est un vecteur propre non
nul associé a A, le systeme

(2—Nu—2v=0,
—2u+8—-A)v=0

conduit &
A —10A+12=0.

Les deux valeurs propres sont
AM=5-V13>0, A=5+V/13>0.

D’apres les conditions suffisantes pour un extremum local, f admet donc un minimum
local en A. Enfin,

FL,L1) =1+1+1=3,

Ainsi,
‘ f admet en A = (1,1) un minimum local de valeur 3. ‘
Partie B
1. Pour z > 0,
2n
, B 1 n  n(z®—1)
iy (@) = ma™" — ol T gl

Le dénominateur est positif. Si 0 < z < 1, alors ?® < 1 et h/,(z) < 0 ; si z > 1, alors
2™ > 1 et ), (x) > 0. Ainsi,

‘hn est strictement décroissante sur |0, 1] et strictement croissante sur [1, +oo[.‘

5
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2. La fonction h,, est continue sur R,

Grace aux variations établies a la question précédente et au

théoreme des valeurs intermédiaires,

Iéquation h,(z) = 4 posséde une unique solution dans |0, 1[ et une unique solution dans
|1, 4+o00]. Par conséquent,

3. (a)

[Fu, €]0,1], Fvp € J1,+00[  hn(un) = ha(va) = 4.]

Pour x > 0,
1 1
hi1(2) = ha(@) = 2™t —a" + = = 2
1—=z
= xn(x — 1) + S|
1
(@ = D - 1)
- L+l
Ainsi,

r— 1)(g2n+! _
hni1(z) — ha(z) = ( 1)§3n+1 2

Comme v, > 1, les deux facteurs du numérateur de I’expression précédente sont
positifs. Donc

thrl(Un) > hn(vn) = 4.

Ainsi,

(VR eN',  hnyi(vn) >4

La fonction h,,41 est strictement croissante sur [1, +00[, avec hp11(vp41) = 4. Comme
hnt1(vyn) > 4, on obtient v, > v,41. Par conséquent,

’ (Un)n>1 est décroissante.‘

La suite (v,) est décroissante et minorée par 1. Le théoréme de la limite monotone
montre qu’elle converge vers un réel ¢, et le passage a la limite dans v, > 1 donne

‘vn—>£ avec £ >1.

Supposons ¢ > 1 et posons ¢ = (1 + ¢)/2. Alors ¢ > 1. Comme v,, — ¢, il existe un
rang ng tel que, pour n > ng, v, > ¢. Ainsi,

vy, > q" — +oo.

n
v, +— = 3.

Up
Puisque v} > 1, cette égalité impose v} < 3, ce qui contredit la limite précédente.
Ainsi,

£ > 1 est impossible.

6
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()

D’apres les deux questions précédentes, £ > 1 et £ ne peut pas étre strictement
supérieur & 1. Donc

lim v, =1.
n—-+4o0o

Pour tout n > 1,

1
3n
La fonction h,, étant strictement croissante sur [1,+oo[ et h,(vy) = 4, on en déduit
v, < 3. En particulier,

ha(3) =3" 4+ 14 — > 4.

Vn > 1, vy < 3.
| |

def h(n,x):
return x**n+1+1/x**n

Sur [1, 3], la fonction h,, est croissante. Lorsque hy(c) < 4, la solution se trouve donc
a droite de c ; sinon, elle se trouve a gauche.

def v(n):
a=1.0
b =3.0
while b-a > le-5:
c = (a+b)/2
if h(n,c) < 4:
a=c
else:
b=c

return (a+b)/2

Le vecteur X contient les entiers de 1 & 20 et le coefficient d’indice kK — 1 de Y contient
une valeur approchée de v’,j . Les vingt points affichés ont tous une ordonnée voisine de
2,618034. On peut conjecturer que la suite (v]!) est constante. Ainsi,

‘le graphique représente (n, v, ) et suggere que v, ~ 2,618034 pour tout n.

Posons z = v;l. Comme v,, > 1, on a z > 1. La relation hy(v,) = 4 donne
1
z4+1+—-=4,
z
soit, apres multiplication par z > 0,
2> —32+1=0.

Les solutions sont

3—V5 o 3+v5
9 2

La premiére est inférieure a 1, donc elle ne peut pas étre égale a z. Ainsi,
3+V6

Vn > 1, vy = 5

La question précédente donne

. :<3+\/5>“"

2

Pour toute constante a > 0, la suite (a'/™) converge vers 1. On retrouve donc

lim v, = 1.
n——+oo
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Exercice 3

Partie A

1. Pour tout t > 1,

f) =~ = 5 = 10

Pour —1 <t <1, onaaussi —1 < —t < 1, donc f(—t) = 0 = f(¢). Ces cas couvrent tous
les réels. Par conséquent,

2. Pour A > 1,

3.

A A q¢ 114 1 1
t)dt = - = |-
/1f() /1t3 [27521

T2 242

Cette expression possede une limite finie lorsque A — +oo. Ainsi,

(a)

+o0

1
f(t)dt converge et vaut 3

1

Soit A > 1. Dans 'intégrale sur [—A, —1], effectuons le changement de variable u = —t.
On a dt = —du et, par parité de f, f(—u) = f(u). Les bornes t = —A et t = —1
deviennent respectivement © = A et u = 1. Ainsi,

/_;lf(t)dtz/; f(—u)(—du) :/1Af(u) du.

En faisant tendre A vers 400 et en utilisant la question précédente, on obtient

/;1 ft)dt = /1‘4 f(u) du, /: Fydt = -

La fonction f est positive sur R et continue sur R sauf éventuellement aux deux points
—1 et 1. De plus,

/_;oof(t)dt—/_Oif(t)dt+/_110dt+/;oof(t)dt_;4_;_1'

Elle vérifie donc les trois conditions caractérisant une densité :

’ f est une densité de probabilité. ‘

z 1 17" 1

Si —1 < z < 1, la densité est nulle entre —1 et x, donc Fx(x) = Fx(—1) = 1/2. Enfin,
six > 1,
1
“f

T2
L
=3 * 2t2 . 222

Six<-—1,

Ainsi,
1
?, x < —1,
Fx(z) = 2 —-l<z<l,
1 L , x>1
212
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(b) L’existence de 'espérance absolue se vérifie par

+o0 +oo t
/ e () dt = 2/ Lat
o 1 t

+oo d¢
:2/ — = 2.
1 12

L’espérance de X existe donc. Sur les deux demi-droites,

+o0 -1
/1 () dt =1, /tf(t)dt:—l.

—00

La partie centrale apporte une contribution nulle. Par conséquent,

‘X admet une espérance et E(X) = 0. ‘

(¢c) Le moment d’ordre deux demanderait la convergence de
+oo +oo d¢

/ th(t)dt:Q/ —.
S 1 t

Or cette derniere intégrale diverge. Le moment d’ordre deux n’existe donc pas et

‘X n’admet pas de variance. ‘

5. (a) Si z < 1, 'événement [|X| < z] est impossible lorsque x < 0, et il a encore une
probabilité nulle lorsque 0 < x < 1, car X prend presque siirement ses valeurs dans
| — o0, —1JU[1,40o0[. Siz > 1,

IR U |
N 222 212 x2
Donc
0, x <1,
Fy(z) = 1 Y est une variable a densité.
1-— 9 X Z 1,
x

(b) On dérive la fonction de répartition 1a ou elle est dérivable :

0, r <1,
/
Fy(r) =1 2
73, T > 1.
T

La valeur choisie au point 1 ne modifie pas la loi. On peut donc retenir

z>1,

2
fr(z) = {1‘3’
0, r < 1.

+oo 9 +00 4
IE(Y):/1 xgdx:2/l ?2:2.

(¢) On calcule

Ainsi,

’Y admet une espérance et E(Y) = 2. ‘

9
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Partie B

1. (a)

2. (a)

Lorsque D = —1, Z = 0, et lorsque D = 1, Z = 1. Ces deux valeurs sont équiprobables,
donc Z suit une loi de Bernoulli de parametre 1/2. Comme D =27 — 1,

E(D) =2E(Z)—1=0

et

Ainsi,

qu(;), E(D)=0, V(D)=1.

On a |T| = |D|Y =Y. Comme l'espérance de Y existe, celle de T" existe. De plus, D
et Y sont indépendantes, donc

E(T) = E(DY) = E(D)E(Y) =0 x 2 = 0.

Ainsi,

‘T admet une espérance et E(T") = 0. ‘

Les événements [D = 1] et [D = —1] forment un systéme complet d’événements. Les
formules des probabilités totales donnent

P(T <z)=P(D=1N[Y <z]) +P(D =-1]n[-Y

N )
=P(D=1)PY <z2)+P(D=-1)PY > -z

~ N
8

-
|

ou 'indépendance de D et Y a été utilisée. Comme P(D = 1) = P( -1)=1/2,

MTS@:%MY3@+%MY2—m

Siz < —1,alors P(Y <z)=0et

1 1
PY > —x) = = —.
Y > —z) (—2)2 22
Si—l<z<l,onaP(Y <z)=0etP(Y > —z)=1. Enfin, si z > 1,
1
PY <z)=1-—, PY>—-z)=1
x
La question précédente donne donc
—1 < -1
T < —
%"[;2’ f— )
FT(QC): 5 —1l<x<l,
1
1——, x>1.
212

En particulier, T" et X suivent la méme loi.

La fonction de répartition d’une variable uniforme sur ]0, 1] est

0, =<0,
Fy(z)=<z, 0<z<l1,
1, =z>1.
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(b)

On a V > 1. Ainsi, Fyy(z) = 0 pour x < 1. Pour = > 1, les quantités considérées sont
positives et

1 1
Z[lexz]:[Ugle]'

Le réel 1 — 1/2% appartient & [0, 1], donc

1
Ainsi,
0, z <1,
Fy(x) = 1 et V et Y suivent la méme loi.
1-— 9 T Z 1,
x
def D(n):

return 2*rd.randint(0,2,n)-1
Les coefficients de a simulent D, ceux de b simulent une variable uniforme sur |0, 1], et
a

Ji-b

simule donc le produit DV. Comme V et Y suivent la méme loi, avec une simulation
indépendante des signes, les coefficients de ¢ simulent la variable T'= DY. Le nombre
affiché est leur moyenne empirique. Comme E(7") = 0, la loi faible des grands nombres
montre que, pour n assez grand, cette moyenne est proche de 0. Ainsi,

c simule T et la valeur affichée est approximativement 0.

11
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