Corrigé — Maths 2 HEC-ESCP 2008 G. Bignon

HEC Paris — ESCP Europe

Mathématiques 11

Mathématiques approfondies

Corrigé du sujet adapté — 2008

Table des matiéres

1 Préliminaire 2
Theémes abordés : intégrales généralisées ; transformées exponentielles. . . . . . . . .. 2
2 Partie I. Loi du x? centré 3
Theémes abordés : loi gamma ; estimation ; intervalle de confiance. . . . . . . ... ... 3
3 Partie II. Loi du x? décentré 4

Theémes abordés : moments ; transformée exponentielle. . . . . ... ... .. .....

4 Partie III. Nombre aléatoire de degrés de liberté 4

Themes abordés : conditionnement ; loi de Poisson. . . . . . ... ... ... ... ...

5 Partie IV. Estimateur de James—Stein 6

Themes abordés : estimation vectorielle ; risque quadratique. . . . . . ... ... ... 6



Corrigé

Maths 2 HEC-ESCP 2008 G. Bignon

1 Préliminaire

Theémes abordés : intégrales généralisées ; transformées exponentielles.

1. a)

b)
2. a)
b)
3. a)
b)

Sia <0, e~ > 1 et Iintégrale diverge. Si a > 0, elle converge par comparaison au
voisinage de l'infini et le changement de variable u = v/2a x donne

+oo 2 m
/ e dr=,/—|
oo a

On complete le carré :

2 2
—ax2+bx:—a(a:—b> —|—b—.
2a 4a
La translation ne change pas la nature de 'intégrale. Elle converge donc exactement si
a > 0 et vaut alors

1 +oo
wy(s) = o [ e =02

Ainsi .

Pour Z = U?,

1 [too
s = [ e g

Cette intégrale converge exactement si s < 1/2 et

Dy =] —00,1/2[,  ®z(s)=(1—2s)"1/2|

Comme e5(HX+8) — BsousX

s € Dyx1p <= ps € Dx, qquad®,x5(s) = 75Dy (us) |.

Si X ~ 7(v), le changement de variable u = (1 — s)x est valable pour s < 1 et donne

1 oo
Ox(s) = ) /0 2’ lem U797 g = (1 —5) 77,

Pour s > 1, l'intégrale diverge. Donc

Dx =] — 00,1, Px(s)=(1—-9)""]

La question a) appliquée & 2X donne

DQX Z]—OO,1/2[, (I)Qx(s):(l—QS)_V .
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2 Partie I. Loi du y? centré

Theémes abordés : loi gamma ; estimation ; intervalle de confiance.

1. Pour x > 0,
xr/27267:)3/2

fx, (x) = m(r —2—z).

Ainsi fx, est strictement décroissante de 400 vers 0; fy,(z) = e~%/2/2 est strictement
décroissante de 1/2 vers 0; si r > 2, la densité part de 0, croit jusqu’a son maximum en
x =1 — 2, puis décroit vers 0.

2. a) La transformation z — x/2 montre que X,./2 ~ ~(r/2). Par conséquent

E(X,)=r, V(X)) =2r|

b) Avec X, = 2G, ou G ~ (r/2), le préliminaire donne

Dy, =] —00,1/2[,  ®x,(s) = (1—2s)7"/%|

T

3. a) Z; = U? et U? ont méme loi puisque Uy et U ont méme loi.

b) Pour s < 1/2, 'indépendance donne

Dy, (s) = [[ @z(s) = (1 —2s) /2.

Cette transformée est celle d’une loi x?(n), donc | W, ~ x?(n) |

¢) On a donc

Dy, =] —00,1/2[, @, (s)=(1—2s)""? = ﬁ Bz ()|
i=1

4. a) Puisque T; ~ N(0,02),
E(T7) = 0, qquadV(T}) = 20*.

Ainsi

Sy est sans biais et 'inégalité de Bienaymé—Tchebychev prouve S, 552
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b) Les variables T; /o sont normales centrées réduites indépendantes, donc

o3 (5) ~ .

i=1 V9

Par définition de k,

P(0<02§nk5n>—P(%Zka)—l—a.

a g

Donc |]0,n.S,,/kq] | est un intervalle de confiance au risque a.

3 Partie II. Loi du y? décentré

Themes abordés : moments ; transformée exponentielle.

1. a) L’intégrande définissant E(U?) est impaire, donc E(U?3) = 0. Une intégration par parties,
avec u = z° et dv = xe*xz/de, donne

E(U*) = 3E(U?) = 3|

b) Ecrivons My = U 4+ my. Alors Y, = (U + m1)2 et, en développant a ’aide des moments
précédents,

[E(V) =14\,  V(¥i)=2+4\}

c¢) Le théoréme de transfert donne

efm%/Q

+oo
—(1/2—8)x2+myx d
(& xZ.
V2T LOO

Par le préliminaire, I'intégrale converge exactement si s < 1/2 et

Py, (3) =

A
By, (s) = (1 —25) Y2 exp (1 _128> )

2. a) Par indépendance des M j2,

E(Y,) =n+X,  V(¥)=2n+4)\]

b) Le produit des transformées de la question précédente vaut

AnS 1
= — _n/2 n —
Dy, (s) = (1 — 2s) exp (1 - 23) ) s< 5

4 Partie III. Nombre aléatoire de degrés de liberté

Thémes abordés : conditionnement ; loi de Poisson.

1. a) Sur [K = k|, X = X). Comme K est indépendante de (J;),

IP(X <z | K=k =P(X; <)),
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b)

Pour 0 <z <1, P(Xy <x) = z*. La formule des probabilités totales donne

0, z <0,

1
Fx(z) = EZZ:l ok, 0<2 <1,

1, x> 1.

Une densité est fx(x) =n"' 3 7_; ka*~1 sur 0, 1], nulle ailleurs. Comme 0 < X < 1,
I’espérance existe et

Conditionnellement & K =k, X a la loi de X}, dont espérance vaut k/(k + 1). Ainsi
g(k)=Ek/(k+1) pour 1 <k <mn,et

Sur [K = k], H, = Y7 2*U?, donc sa loi conditionnelle est | x2(n + 2k) |, celle de
Wn+2k~

Pour X = e*tn,

g(k) =E(e*fn | K = k) = (1 —25)7/27F|

En utilisant la série exponentielle de la loi de Poisson,

-n - = 1 A ’
E(g(K)) = (1—2s)""/2% ”2;)/{;1 (2<1—2>)

=1 (1—25) 2 exp (15923) .

La formule () montre que cette expression est ®p, (s). C’est la transformée de la loi
x%(n, A) sur lintervalle ] — oo, 1/2[; donc

H, ~x*(n,\)|

Pour n > 3, si W, ~ x2(r), un calcul sur la densité gamma donne

E(1/W,) = 7«%2

Conditionnellement & K = k, H,, ~ W 1ox. La formule de I’espérance totale entraine

alors
1 X PK =k) 1
E({— )= — — =FE(— ]|
(Hn> ]fz::()n—2+2k (n—2+2K)

at
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5 Partie IV. Estimateur de James—Stein

Thémes abordés : estimation vectorielle ; risque quadratique.

1. Chaque éj suit A (0;,1) et ces variables sont indépendantes. Par définition,

V4
By =Y 02~ \*(p,by) |

Jj=1

La partie II donne E(B,) = p + by, donc son biais comme estimateur de b, vaut p.

2. a)

En développant le risque,

R(6*,0) = E(B,) — 2¢ + ¢*E(1/B,) — 2b,
1 .
+ 2cE (B,, Zejej) + bp.
j
Or E(B,) =p+b,, E(1/By) =E(1/(p — 2+ 2K)) d’apres la partie III, et 'espérance

admise vaut oK .
Ef——— | =1-(p—-2E( —————— ) .
(p—2+2K) (p—2) (p—2+2K>

Comme R(6,6) = p, il vient

R(6°,8) — R(8,6) = (¢ — 2¢(p — 2))E (p—21+2K) .

L’espérance finale est strictement positive. La différence des risques est donc négative
exactement lorsque

‘0<c<2(p—2)‘.

Le trindbme en ¢ est minimal au sommet ¢ = p — 2. L’estimateur de James—Stein

correspondant est
—92\ ~
0 = (1 P ) A
By

6
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