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1 Exercice 1

Themes abordés : suites; intégrales; intégrales généralisées.

Pour tout entier n > 1, on considére les intégrales

/1 ! dt et /1“1/n_“ d
= (§] — —_— .
e T r i+ 24 ] B b

1. Convergence de la suite (up)nen

a) Vérifier que, pour tout n > 1 et tout ¢ € [0, 1],

1
Lt +t2 4.l

(1—t)t"
1—tn

—(1-1t)=

En déduire que, pour tout n > 1, 0 < u,, — % < n%rl Quelle est la limite de la suite

(un)nzl ?

b) En utilisant le changement de variable u = t", établir que, pour tout n > 1,

1 v,
Uy — = = —
"9 n
2. Résultats intermédiaires
. ... (nz)k
a) Pour tout entier k > 1, calculer la limite lim .
z—1 ¢ —1
1 (Inz)k
(Inz)® .

b) Soit k un entier naturel non nul. Prouver la convergence de l'intégrale / T d
0 T—

¢) On introduit la fonction f définie sur R par f(z) = e® —e®*. A laide de I'inégalité de
Taylor-Lagrange en 0 a ’ordre 1 appliquée a f, montrer que

322

ex — eQx +m‘ S 7

Va €] — 00, 0],

3. Application
a) En utilisant la question précédente, démontrer que, pour tout n > 1,

1 1 2
vn+1/ Inu dul < 3 (Inwu)
nJto 1—u

oz )y Toa dw

' Inu

b) On considere 'intégrale I = / 1 du, que 'on ne cherchera pas a calculer. Donner
0o 1—u

un équivalent de v, puis de u,, — %, en fonction de 1.

2 Exercice 2

Themes abordés : applications linéaires ; réduction ; fonctions de plusieurs variables; Python.

Pour tout entier naturel n, on note R, [X] I’ensemble des polynémes a coefficients réels de degré
au plus n. On considére 'application f qui, & un polynéme P de R, [X], associe le polynéme

f(P)=P"—4XP
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1. Etude de f. Soit n un entier naturel fixé uniquement dans cette question.

a) Justifier que f est un endomorphisme de R, [X].

b) Calculer f(1), f(X), puis f(X*) pour k € {2,...,n}. Etablir alors que la matrice A,
de f dans la base canonique de R,,[X] est triangulaire.

c) Prouver que f est diagonalisable et que chacun de ses sous-espaces propres est de
dimension 1.

d) Soit P un vecteur propre de f associé & la valeur propre A. Etablir que A = —4 deg(P).
En déduire qu’il existe un unique polynéme unitaire H,, de degré n tel que

(&) :  f(Hy) = —4nH,.

Rappel : un polyndéme unitaire est un polyndéme dont le coefficient dominant vaut 1.
2. Etude de la suite (H,)nen

a) En dérivant la relation (&,), démontrer que, pour tout n > 1, f(H]) = —4(n — 1)H],.
En déduire que

1
Vn>1, H. =nH,i, e VYn>2 Hy,— XH, 1+ ”Tlarn_2 — 0.

b) Pourquoi peut-on affirmer que Hy = 1 et H; = X ? Calculer alors Hy et Hs.

c) D’apres ce qui précede, la suite u, = H,(1) satisfait a la relation de récurrence
U():l, Ul:l, vnzza Un = Up—1 — —

Ecrire un programme Python calculant uogig.

3. Application auz points critiques d’une fonction a trois variables
On note U Pouvert de R? défini par

U={(x,y,2) R’ |z #y, y# 2, z#a},
ainsi que la fonction V' définie sur U par
Vi(e,g,2) =2+ 9%+ 22 ~Info —y| ~Inly — 2|~ In|z — al.

Soit (e, B,7) € U.

a) Etablir que (a, ,7) est un point critique de V si et seulement si (a, 3,7) est solution
du systéme

(8): 28(B-—a)(B-7)=28—-a—1,

b) On introduit le polynéme Q(X) = (X — a)(X — 8)(X — 7). Montrer que (a, §,7) est
solution de (8) si et seulement si Q" — 4X Q' admet pour racines «, 3, 7.

¢) Prouver que si (a, 8,7) est un point critique de V, alors Q" — 4X Q' = —12Q), puis que
() = Hj. Donner alors les points critiques de V.



Mathématiques approfondies — ECRICOME 2010 G. Bignon

3 Probleme : collecte de coupons

Themes abordés : suites; séries; probabilités discretes; convergences de variables; Python.

Soit r un entier supérieur ou égal a 2. Une urne contient r boules numérotées 1,2, ..., r. On pioche
indéfiniment les boules avec remise, chaque boule pouvant étre piochée de fagon équiprobable.

Pour tout i € {1,2,...,r}, on note Y; la variable aléatoire égale au nombre de pioches nécessaires
pour obtenir ¢ boules distinctes. On convient que Y; = 1. On désigne par X, la variable aléatoire
égale au nombre de pioches nécessaires pour obtenir les r boules numérotées 1,2,...,7; ainsi
X, =Y,

Par exemple, si » = 4 et si les boules piochées successivement portent les numéros
3,3,3,1,1,1,1,2,3,2,4,1, ...,

onaY=1,Y,=4,Ys=8et Yy = Xy =11.
On note exp la fonction exponentielle définie par exp(z) = e pour tout x € R.

Partie I : Résultats préliminaires

1. Etude d’une suite. On introduit la suite (Un)n>1 définie par
|
Vn > 1, unzzf—lnn.

i=1 ¢

a) Ecrire un programme Python permettant de calculer u,, pour un entier n > 1 donné.

b) A laide d’un développement limité, justifier que u, — Untl # En déduire la
n—-+0oo

nature de la série 3, -1 (un — up41), puis démontrer la convergence de la suite (uy)n>1-

¢) Montrer que la suite (Z?:l %2) ., converge (on ne demande pas le calcul de sa limite).
n>

2. Loi de Gumbel. Soit Z une variable aléatoire a densité. On suppose que Z suit la loi de
Gumbel, c’est-a-dire que sa fonction de répartition F'z est définie par

vVt € R, Fz(t) = exp(—exp(—t)).
a) Vérifier que Fz est bien une fonction de répartition, puis que Z posséde une densité
que 'on précisera.

b) On considére la variable aléatoire W = exp(—Z2). Déterminer sa fonction de répartition.
En déduire que W suit une loi usuelle dont on précisera le ou les parametres.

k

+oo
c¢) Pour tout entier k£, montrer que 'intégrale / (Inz)"e ™ da est absolument conver-
0

gente.

d) En justifiant le changement de variable x = exp(—t), démontrer que la variable Z admet
un moment d’ordre k valant

E(Z¥) = /Om(lnx)ke—r dz.

Partie II : Etude de la variable X,

1. Etude du cas r = 3. On suppose uniquement dans cette question que r = 3.
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a) Soit n un entier naturel non nul. Comparer les événements (Yo > n) et Cp, : « lesn
premieres pioches fournissent des boules portant toutes le méme numéro ». Calculer
P(Cy). En déduire P(Y2 > n) puis donner la loi de Y5.

b) Justifier que, pour tout n > 1,

+oo
P(Ys—Yo=n)=> P((Ys=n+k)N(Ya=k)),
k=2

puis que, pour tout n > 1 et tout k > 2,

1 2

P((Ys =n+k)N (Yo =k)) :?),g_l(g.)n.

En déduire la loi de Y3 — Y5.
2. Loide Y41 —Y; pouri e {1,2,...,r — 1}
a) Justifier que

Yi(Q) ={i,i+1,i+2,..}=N\{0,1,...,i—1} et (Viy;—Y))(Q)=N)\{0}.

b) Démontrer que, pour tout n > 1 et tout k > i,
i\ ! i
Py_iy(Yii1—Y,=n)= (- 1——-.
(vi=k)(Yit1 = Yi =n) (T) ( T>
¢) En déduire que Y;y; — Y; suit une loi usuelle dont on précisera le ou les parametres,
puis établir que

r Tl

E(Yiq1 - YY) = - = —.
(Yia ) r—1 (r —1)2

3. Espérance et variance de X,
r—1
a) Justifier que X, =1+ Z(}fr—i+1 —Y,_;). En admettant que les variables Y5 — Y7, Y3 —

=1
Ys,...,Y, — Y,._1 sont indépendantes, vérifier que
"1 "1 "1
E(X,) = - t V(X)) =12 = - -.
(Xr) T;i e (X,) r;iz T;i

b) A T’aide de la question 1.1, prouver l'existence de deux réels a et 3 tels que

E(X,) =rInr+ ar+o(r) et V(X)) ~ pr

r—+00

Partie III : Loi de X, et déviation asymptotique par rapport a sa moyenne
Pour tout k € {1,2,...,r} et tout entier naturel m > 1, on consideére '’événement Ay, : « le
numéro k n’a pas été pioché durant les m premieres pioches ».

On rappelle la formule du crible de Poincaré : pour toute famille d’événements (Aq,..., A,),

r

P(AU--UA) =Y (D1 3 P4, N N4y

k=1 1<y < <ip<r

1. Loi de X,. Soit m un entier naturel non nul.

at
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a) Pour tout k € {1,2,...,r}, calculer successivement la probabilité de I’événement Ay ,,
puis la probabilité de I’événement « k numéros n’ont pas été piochés au cours des m
premieres pioches ».

b) Justifier que
IP)(XT > m) = ]P)<A1,m U A27m U---u Anm)a

puis, en utilisant la formule du crible de Poincaré, démontrer que

P(X, > m) = zr:(q)’f—l <£> (1 - :‘f)m

k=1
En déduire la loi de X..
2. Comportement asymptotique de X, au-deld de sa moyenne

a) A l'aide d’une récurrence sur m, montrer que, pour toute famille (D, ..., D,,) d’événe-
ments,

P(D1U---UDy,) <P(Di) +---+P(Dy,).

b) Démontrer que, pour tout réel z, exp(z) > 1 + z. En déduire que

Ym e N\ {0}, Vke{l,...,r}, P(Agm) < exp <—T:> .

c¢) Soit € > 0; on note M, = | (14 ¢)rlnr]. Comparer les événements « X, > M, » et «
Xr > (14 ¢)rinr ». En déduire que
e
P(X, > (1+e&)rlnr) < e
Ainsi, pour tout € >0, lim P(X, > (14+¢)rlnr) =0.
r—-+00

3. Distribution de X, autour de sa moyenne. On introduit la suite (Z,),>2 de variables aléatoires

définie par

vr> 2, g = Xr—rinr
T

Soit t € R fixé. On note m, = |rlnr + rt].

a) Justifier 'existence d’un rang ro(t) tel que, pour tout r > ro(t), m, > 1, puis prouver
I’égalité
Yr > ro(t), P(Z, >t) =P(X, >m,).
b) Soit k& un entier naturel. A T'aide d’un développement limité, établir que
k
m, In (1—) = —klnr—kt+o(1).
r /) r—+oo
: r rk :
¢) Démontrer que, pour tout entier k, i —. En déduire que

r—4oo k!’

vk €N, lim (2) (1—’“) " oxp(kt)

r—-+o0 T k!

d) En admettant que

= T my +o0o exp(—
lim Z(_l)k_l (k) (1 — k) — Z(_l)kqp(k!kt)’

—>
ot r k=1

exprimer la valeur de la limite EI_P P(Z, < t) en fonction de Fz(t), définie a la question
T oo

1.2. Quel résultat vient-on d’établir sur la suite de variables aléatoires (Z;);>2 ?

6
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