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EDHEC Mathématiques approfondies Année 2010

La présentation, la lisibilité, I’orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision
des raisonnements entreront pour une part importante dans ’appréciation des copies.

Les candidats sont invités a encadrer, dans la mesure du possible, les résultats de leurs calculs.
Ils ne doivent faire usage d’aucun document; seule I'utilisation d’une regle graduée est autorisée.
L’utilisation de toute calculatrice et de tout matériel électronique est interdite.

Exercice 1

Theémes abordés : fonctions de plusieurs variables ; réduction ; algébre bilinéaire

Dans cet exercice, n désigne un entier naturel supérieur ou égal a 2.

On considére la fonction f,, définie, pour tout (z1,x2,...,x,) de Pouvert U = ]0, +oo[", par:
n "1 1 1 1
fn(z1,20,... ) = Zarz Z* =(£B1+$2+-"+l‘n)<++'-'+)
i=1 i=1"" T T2 Tn

1) Montrer que f, est de classe C2 sur U.
2) Montrer que f,, possede une infinité de points de critiques (ai, as,...,a,) et les déterminer.

3) a) Déterminer les dérivées partielles secondes de fy,.

b) Vérifier que la hessienne H,, de f,, en un point critique quelconque de f;, est proportionnelle
a la matrice K,, = nl,, — J,, ou I,, désigne la matrice unité de M, (R) et J, la matrice
de M, (R) dont tous les éléments valent 1.

4) a) Déterminer le rang de J,. En déduire que 0 est valeur propre de J, et déterminer la
dimension du sous-espace propre de Jy,.

b) A T’aide des questions précédentes, donner les valeurs propres de J,, puis celles de K.

c) Montrer que l'on ne peut pas, de cette fagon, conclure a l'existence d’un extremum local
de f,, sur U.

5) Etude du cas n = 2.

a) Comparer les réels (z1 + x2)? et 4z120.

b) En déduire que f2 admet sur |0, +o00] x ]0, +o0o[ un minimum global et donner sa valeur.
6) Etude du cas général.
On considére I'espace vectoriel R” muni de son produit scalaire canonique. En appliquant

I’inégalité de Cauchy-Schwarz a deux vecteurs bien choisis de R™, montrer que f,, admet un
minimum global sur U, égal a n?.
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Exercice 2

Themes abordés : espaces vectoriels ; réduction ; applications linéaires ; algébre bilinéaire

On se place dans un espace euclidien E de dimension n, ou n désigne un entier naturel supérieur
ou égal a 2.

Le produit scalaire des vecteurs x et y de E est noté (z/y) et la norme de x est notée ||z||.
On désigne par Id ’endomorphisme identique de E.

On considére un vecteur u de E dont la norme est égale a 1, un réel X\ non nul et on note f)
Papplication qui, & tout vecteur = de E, associe fy(z) = Az/u)u + x.

1) Donner la dimension de (Vect(u))™.
2) Montrer que fy est un endomorphisme de E.
3) Montrer que le polynéme X2 — (A +2)X + (A + 1) est un polynoéme anulateur de fj.

4) a) Montrer que f est un endomorphisme symétrique de FE.
b) Déterminer fy(u) et f(v) pour tout vecteur v de (Vect(u))*.

c) Etablir alors que f) posséde deux valeurs propres distinctes et donner les sous-espaces
propres associés & ces deux valeurs propres.

5) Dans cette question, on suppose que A = —1.

a) Vérifier que f_; est un projecteur.

b) Montrer plus précisément que f_; est le projecteur orthogonal sur (Vect(u))L.

Exercice 3

Thémes abordés : variables a densité ; Python

Dans cet exercice, a désigne un réel strictement positif.

On considére deux variables aléatoires X et Y, définies sur un espace probabilisé (2, 7,P), indé-
pendantes, et suivant toutes deux la loi uniforme sur [0, af.

On pose Z = |X — Y| et on admet que =Y, X — Y et Z sont des variables aléatoires & densité,
elles aussi définies sur l'espace probabilisé (2, T, P).

1) a) Déterminer une densité de —Y.

b) En déduire que la variable aléatoire X — Y admet pour densité la fonction g définie par:

{aaﬂ siz € [—a,d

xr) =
9(z) 0 sinon

On note G la fonction de répartition de X — Y.

2) a) Exprimer la fonction de répartition H de la variable Z en fonction de G.
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b) En déduire qu'une densité de Z est la fonction h définie par:

a

2(a—x) .
h(a:):{z siz € [0,al

0 sinon
3) Montrer que Z posséde une espérance et une variance et les déterminer.

4) Simulation informatique.
En Python, la fonction random() du module random permet de simuler la loi uniforme sur

[0, 1[.
Compléter la fonction suivante pour qu’elle retourne a chaque appel un nombre réel choisi
selon la loi de Z.

from random import random

def z(a):
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Probléeme
Thémes abordés : séries ; Probabilité discrétes ; convergences de variables

Partie I — Préliminaire : un résultat utile pour la partie 2

L1 k+1 1 1
1) a) Montrer que, pour tout k de N*, on a: N/ES] < Ji Wdt < T

b) En déduire que, pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 2, on a:

1 n o1 nl
Zﬂ</1 %dt<k§:1

k=2

1

S

k

2) Montrer enfin que:

"1
Vn € N*, 2 —2< — < 2¢yn—1
Partie II — Convergence compléete

1) Soit une suite (X,),>1 de variables aléatoires définies sur un espace probabilisé (Q, 7, P) et
une variable aléatoire X, elle aussi définie sur cet espace probabilisé.
On suppose que la suite (X,,) converge complétement vers X, c’est a dire que, pour tout réel
e strictement positif, la série de terme général P (|X,, — X| > ¢) est convergente.
Montrer que la suite (X,,) converge en probabilité vers X.

2) On se propose dans cette question d’étudier un exemple montrant que la réciproque de cette
propriété est fausse.
Pour ce faire, on considére une suite (Y;,),>1 de variables aléatoires définies sur un espace
probabilisé (2, 7,P), indépendantes et suivant toutes la loi de Poisson de parametre %

a) Déterminer la probabilité P (Y,, > 1).

_1
n.

b) Soit € un réel strictement positif. Montrer que: Ve >0, 0 < P(Y, >¢)<1—e¢
c) En déduire que la suite (Y,,) converge en probabilité vers la variable aléatoire nulle.

d) Utiliser la valeur de P(Y,, > 1) pour en déduire que la suite (Y;) ne converge pas
compléetement vers la variable certaine nulle.

Partie III — Etude d’un exemple

Dans cette partie, on considere une suite (By)r>1 de variables aléatoires, toutes définies sur le
méme espace probabilisé (2, 7,P), et telles que, pour tout entier naturel & non nul, By suit la
loi de Bernoulli de parametre ﬁ On suppose que les variables aléatoires By sont deux a deux
indépendantes.

Pour tout entier naturel n non nul, on pose S, = > p_, B et Z, = ESSP et on admet que les

variables aléatoires S,, et Z,, sont, elles aussi, définies sur (2,7, P).
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Pour tout n de N*, donner sous forme de sommes les expression de E(S),) et V(S,,).

Vérifier que V(S,,) < E(S),).

Montrer que P (|Z, — 1| > ¢) < m.

Etablir que la suite (Z,) converge en probabilité vers la variable aléatoire certaine égale
al.

3) A laide de I'inégalité établie a la question 2a de cette méme partie, montrer que la série de

terme général P (|Z,4 — 1| > €) est convergente.

4) On désigne par e, la partie entiere de n%, et on a donc: et < n < (e, +1)%

5)

a)

b)

a)

b)

d)

Se4 S 4
Montrer que, pour tout n de N*, on a: ——a— < Z,, < et
E(Ste41t) IE(S;;)
n

E(Seﬁ E(S
En déduire que, pour tout n de N*, on a: MinZe% < Zn < MZ(%JA)L
G o(5)

E(S(€n+1)4) — 1

Etablir que limy, 4o
E (S(#l)

En déduire que, pour tout réel € strictement positif et pour n assez grand, on a:

E (S(en+1)4) E (Sef) S 2 + e
E(S.) E(S,i1ys) 21+

Montrer que, pour tout réel ¢ strictement positif et pour n assez grand, on a:

<1l+4¢ et

Zn<i-elClg-1<-2 @ [Za>146C|Zp—133]

En déduire alors que, pour tout réel € strictement positif et pour n assez grand, on a:
€ 2
P(\Zn— 1 2€) <P (|Ze,s1p — 1| > 5 +P (|2 —1] > %)

Conclure qu’effectivement, la suite (Z,,) converge complétement vers la variable certaine
égale a 1.
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