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emlyon business school
Mathématiques approfondies

Corrigé du sujet adapté — 2010

Les questions et sous-questions conservent la numérotation de 1’énoncé adapté.

Probléme 1

Probleme 1 — Partie I — Résultats généraux sur les matrices stochastiques

A € ST, si et seulement si (A);; > 0 pour tous 4, et Z?ZI(A)M = 1 pour tout 7 ;
V="11,...,1).

Corrigé — Probléme 1 — Partie 1.
1. Caractérisation et valeur propre commune.

a) Soit A € Mp(R). Pour tout ¢ € {1,...,p}, la i-éme coordonnée de AV est

p

(AV)l = Z(A)'L’J X 1= Z(A)z’]

j=1 j=1

Ainsi, AV = V si et seulement si Z?Zl(A)M = 1 pour tout 7. La condition de
positivité des coefficients étant commune aux deux membres :

A€ST, <= (¥(i,4), (A)ij 20 et AV =V).

b) Pour tout A € 8T, ona AV =1-V avec V # 0 : V est un vecteur propre de A
associé a la valeur propre 1.

Toute matrice de ST, admet 1 pour valeur propre (vecteur propre V).

2. Stabilité par produit.

Soient A, B € 8T . Pour tous i, j, (AB); j = > b_1(A)ix(B)k; = 0 comme somme de
produits de réels positifs. De plus, par 1a), (AB)V = A(BV) = AV = V. Par 1a) a
nouveau :

\VA,B €8T, AB€eST, |

3. Exemples.

a) A; est triangulaire inférieure : ses valeurs propres sont ses coefficients diagonaux
1, %, % La matrice A; € M3(R) possede donc 3 valeurs propres distinctes : elle
est diagonalisable. Chaque sous-espace propre est de dimension au moins 1 et la
somme des trois dimensions vaut 3 : chacun est de dimension 1.

A; est diagonalisable et dim Ker(A; — I3) = 1.‘
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b) Les matrices Ay et Az ont des coefficients positifs et des sommes de lignes égales a

1: Ay, A3€ 8Ts.
i) Aj est triangulaire, donc Sp(As) = {1, %} Pour X = !(z,y,2) :
32 =0
(Ag—%[g)X:0<:> %x:O <— =y =0,
ly=0
2
1o — %y =0

(A3—13)X:0<:>{2 — r=y==z

- 32=0
Ainsi Ker(As — $13) = Vect('(0,0,1)) et Ker(Asz — I3) = Vect(*(1,1,1)) : la
somme des dimensions des sous-espaces propres vaut 2 < 3.

‘Ag € ST 3 n’est pas diagonalisable dans M3(R). ‘

ii) Pour X =%(z,y,2), (42— [3)X =0 < —iy+12=0 < y =2z Donc
Ker(Ay — I3) = Vect(*(1,0,0), *(0,1,1)),

et ces deux vecteurs ne sont pas colinéaires : ce sous-espace propre est de
dimension 2.

‘L’afﬁrmation est fausse : contre-exemple Ay € ST3, dimKer(A4y — I3) = 2. ‘

4. Majoration des valeurs propres réelles.

a) La i-eme ligne de Dégalité AX = \X s’écrit Az; = Y F_;(A); xx). Par I'inégalité
triangulaire, comme (A); ; > 0 et |zg| < |z -

p
Aai| <Y (A)iklor] < il Z Jie = |zil.
k=1
[Azi| < |-

b) Si z; =0, alors |z| < 0 pour tout k, donc X = 0, ce qui est exclu pour un vecteur
propre. Ainsi |z;| > 0, et 'on divise |A| |x;| < |x;| par |z;].

A< 1.

Probléme 1 — Partie II — Moyennes de puissances

Ae ST, A=PDP (D);; =1sii<r, (D) #1sii>r+1;M,=2L1y7"1DF
B, = PM,P~!, B= PAP~!

Corrigé — Probleme 1 — Partie II.
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1. Puissances et moyennes.

a) Par récurrence. A° = I, a des coefficients positifs (0 ou 1) et chaque ligne contient
un seul 1: A% € ST,. Si A" € ST, alors A" = A"A € ST, par L.2.

‘VneN, AHGSTP.‘

b) Soit n € N* et C), = %ZZ;& A*. Ses coefficients sont des sommes de réels positifs
multipliées par % > 0, donc positifs. Par 1a) et L.1a), A*V =V pour tout k, d’olt

n—1
—lZAkV:l-nV:V.
— n

Par I.1a) :

Vn € N*, ZA%ST
k(]

2. Une limite de moyennes.

Siz =1, 137070 L1k = T =1.8Siz#let]z] <1,alors z € [-1,1], et la somme
géométrique donne

Zm

Par le théoréeme d’encadrement :

_ n
_|1 m|<1—|—|x|< 2

n(l—z) n(l—z) n(l—1z) nstoo 0

3. Convergence de (M,) et de (B,).

Notons d; = (D);; et E; la i-éme colonne de I,,. Le vecteur X; = PE; est non nul (P
inversible) et

AX; = PDP"'PE; = PDE; = d;PFE; = d;X;.
Donc d; est une valeur propre réelle de A et, par 1.4b), |d;| < 1. Comme DF =
diag(d’f,...,d’;), la matrice M,, est diagonale, de coefficients diagonaux (M,);; =
Ly di. Par 2, (M,);; — 1sii <7 (car d; = 1) et (My);; — 0sii>r+1 (car
d; # 1). Les coefficients non diagonaux sont nuls. Donc M,, — A.

Les suites constantes (P) et (P~!) convergent Vers P et P71, Par le résultat admis sur
les produits, PM,, — PA, puis B, = (PM,)P~! — PAP!.

M, —— A et B, —— B.
n—-+o0o n—-+o0o

4. Stochasticité de B.

a) Par récurrence, A*¥ = PD¥P~! pour tout & € N (vrai pour k = 0, et AF! =
PD*P~'PDP~! = PD*'P~1). Par linéarité :

-1
B Z pPpDFpP! = :Z AF.
=0

" k=0
Par 1b) :

VneN*, B, ST,




emlyon — Mathématiques approfondies — 2010 G. Bignon

b) Pour tous 7,7, (By)ij = 0 et (By)i; — (B)i; : par passage & la limite dans les
inégalités, (B);; > 0. Pour tout 1, Z§:1(Bn)i,j = 1 pour tout n ; une somme finie
de suites convergentes converge vers la somme des limites, donc Z§:1(B)i,j =1.

Probleme 1 — Partie III — Aspect probabiliste

(A)ij = Pxo=i)(X1 = J) = P(x,=)(Xn41 = J), Ln = (P(Xn = 1) P(X, = 2) P(X,, = 3)),
P(X, = i) > 0.

Corrigé — Probleme 1 — Partie III.

1. A est stochastique.
Comme P(Xo = i) > 0, P(x,—; est une probabilité, donc (A);; > 0. Les événements
(X1 =1), (X1 =2), (X1 = 3) forment un systeme complet d’événements (& l'instant 1,
T est dans une urne et une seule), donc

(A)ij =D Pxo=iy (X1 = j) = Prxo= () = 1.

1 j=1

3
Jj=

2. Relation de récurrence.

Soient n € N et j € {1,2,3}. On applique la formule des probabilités totales avec le
systéme complet d’événements ((X,, = 1), (X, = 2), (X, = 3)), formé d’événements de
probabilités non nulles :

3 3

P(Xpt1=1J) = ZP(Xn =1) IP)(Xn:z') (Xnt1=17) = Z(Ln)i (A)ij = (LnA);.
i=1 i=1

Donc Lyy1 = LnA. Par récurrence : Ly = LoA°, et si L, = LgA™, alors L, =
LoA"A = LyA™HL.

VneN, Ly =L,A et L,= LOA“.\

3. Diagonalisation de A;.

La k-éme colonne de Py doit étre un vecteur propre de A; associé a (D1) k, de k-éme

coordonnée égale a 1. Pour X = !(x,y, 2) :

e A1 X =X = {%m—%yzo, %x—i—%y—%z:()} <= x =y = z:on prend
“1,1,1);

. A1X:%X = {%x:O, %x:O, %x—}—%y—%z:O} <~ =0, 2=2y:o0n
prend ¥(0,1,2) ;

e« A1X = %X = {%x:(), %m+%y:0} <= x=y=0:on prend ¥(0,0,1).
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La matrice P; obtenue est triangulaire a coefficients diagonaux non nuls, donc inversible,
et A1 P, = Py D;. Pour calculer Pl_l, on résout P, X =Y avec Y = Y(a,b,c) : x = a,
r+y=brx+2y+z=c,donzr=a,y=b—a,z=c—a—2b—a)=a—2b+ec.

P = , Pl=|-1

— =
N = O
= o O

0
0], Ay =P D P!
1

4. Limites de (D”) et de (A")

D} = diag(1 ,2n, 3n) et 57 —> 0, = 37 — 0. Notons A; = diag(1,0,0). Comme en IL3,
Al = P D} P1 — PlAlPl , par le résultat admis sur les produits. Or PlAl a pour
premiére colonne *(1,1,1) et les autres nulles, et la premiére ligne de Py * est (1 0 0) :

A —— A =

n—-+o00 n—-+o00

o O O
o O O
[
o O O
o O O

1
D} —— |0
0

5. Limite de (L,).

Par 2 et le résultat admis, L, = LoA} — LoA. La premiere coordonnée de LoA vaut
S8 P(Xo = i) = 1, les deux autres sont nulles.

L, —— (1 0 0).
n—-+4o00

Interprétation : d’apres Aj, objet placé dans I'urne 1 y reste (probabilité 1) ; depuis
I'urne 2, il va dans I'urne 1 avec probabilité % ; depuis 'urne 3, avec probabilité %
Ainsi, par la formule des probabilités totales (méme systéme complet qu’en 2),

P(Xop1 # 1) = §P(X, = 2) + 2P(X,, = 3) < 2B(X,, # 1),

d'ou P(X,, #1) < (%)n — 0 : a chaque instant I'objet a une probabilité au moins % de

rejoindre 'urne 1, qu’il ne quitte plus. Il finit donc presque stirement dans I'urne 1.

Probléme 2

Probléme 2 — Préliminaires — Trois séries

1 1 —1)n 1
Zﬁ? Z (2k+1)27 Z ( nz) 9 avec Z;tg F g %

Corrigé — Probléme 2 — Préliminaires.

1. Convergence.

Zn>1 -z est une série de Rlemann d’exposant 2 > 1 : elle converge. Pour k£ € N,
0< (Zk}rl)g < (kH)Q, et D k>0 (k+1)2 converge (méme série, decalee) par comparaison

de séries a termes positifs, kg2 converge. Enfin ( 1 ’ = = : la série Z ) est

2k:+1

at
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absolument convergente.

Les trois séries convergent.

2. Somme des inverses des carrés impairs.

Pour N € N, on sépare les indices pairs et impairs :

2N+ Ny N 1 N 1 2N41 | N
nz::l ﬁzg(%)ﬁg @k o ,;)(Qkﬂ)? - nz::l ﬁ_igﬁ
Quand N — 400, le membre de droite tend vers %2 — i . %2 = %2.

+00 1 2

I s

3. Série alternée.

De méme, pour N € N :

2N+1 (—1)"
Z 2
n=1

2 2

| =

N 1 N 1
S5 -Y —_T
2 2 :
n =l k =0 (2]{3 + 1) N—o+oo 24 8

La série convergeant (question 1), sa somme est la limite de cette suite extraite de ses
sommes partielles.

Probléme 2 — Partie I — Eléments d’étude de f

tx
1+t

dt.

J=-1, 400}, f@) = [

Corrigé — Probleme 2 — Partie I.

1. Convergence.

Soit z € J. La fonction h : t — f—it = % est continue sur ]0,1], et 0 < h(t) < t* = L

pour t €0, 1]. Comme —z < 1, l'intégrale de Riemann fol AL converge (elle est méme
une intégrale sur un segment si z > 0). Par comparaison de fonctions positives :

ltw

Vx € J,
o 1+1¢

dt converge.

2. Valeurs en 0 et 1.
1
F0) = Jy 12 = I+ )]y =m2et f(1) = f§ (1 - ) dt =1-m2.

]f(O) =In2, f(1) = 1—1n2.‘
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3. Encadrement et limite en +4oc.
Pour ¢ €]0,1], 1 +¢ > 1, donc 0 < f—it < t*. Par croissance de l'intégrale (intégrales
convergentes) et comme x + 1 >0 :

x+1 1

r+1

1
x+1

1
ng(x)g/ 7 dt = lim

0 e—0t

£

Comme %H — 0 quand = — 400, le théoreme d’encadrement donne :

1 .
1 et mgrfoof(x) =0.

Ve e J, 0< f(z) <

4. Monotonie.

a) Soient z < y dans J et t €]0,1]. Comme Int < 0, zlnt > yInt, et 'exponentielle
est croissante.

7 = emlnt > eylnt — Y.

y, alors f—it > f—it pour tout ¢t €]0,1] et, par croissance de l'intégrale,

1r <
f(x) = fy).

‘ f est décroissante sur J.‘

5. Relation fonctionnelle.

Pour x € J,on a x+1 € J ; par linéarité des intégrales convergentes et par le calcul de

3:
f@+ s = [ T a o [ear

Veeld flx)+flz+1)=

x+1

6. Equivalent en +oc.
Soit x > 0, de sorte que x — 1 € J. Par décroissance de f, f(x +1) < f(z) < f(z —1).
Avecbenzetenxz—1:

1 1
L= @)+ f 1) < 20(@) < J@) + fr 1) =+
Ainsi %5 < 22 f(2) < 1, et par le théoreme d’encadrement 2z f(z) — 1.
1
f() etoo O
7. Développement en série.
a) Par récurrence sur n. Pour n = 0, c’est la relation 5 : f(z) = —f(1 + z) + H%

Supposons la formule vraie au rang n. Par 5 appliquée en n+1+x € J, f(n+1+4x) =

ﬁ — f(n+2+x), donc

no vk
Fz) = (1) (H;H T +:c)> +]§)/£:—11)+x

ARSI o e
k:ok 1+
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neN, f()=(- W“ﬂn+1+x+§:EITIE

—1)k

>0 m = f(z) = (=1)"" f(n + 1+ ) tend vers f(z).

271)"3 converge et f(x Z ﬂ
k>0k‘—{—1—{— k:—l—l—{—x

8. Continuité.

a) Soient z,y € Jet ke N*. Onak+14+z>k>0et k+1+y >k, donc

‘ r 1 ‘: ly — 7| o el
k+1+x k+1+y|l (k+1+a)(k+1+y) k2

1 ‘ 2=yl pay 7b), pour

Pour k£ = 0, la méme égalité donne ‘ Tz~ Try| = @D

I'inégalité triangulaire donne

N

k=0

7.(.2

<”‘“<m+n@+w*'6

et le membre de gauche tend vers |f(z) — f(y)| quand N — 4o0.

1 1 ’<!w—y!
kE+l1+z k+1+y| > k27

2

1 T
|f(z) = f(y)| < |z -yl (MM+6>.

b) Soit z € J et a = %71, qui vérifie —1 < a < z. Pour y € J avec y >
y+12%+1, donc

7.[.2
|f(z) = f(y)] < |z —y (Q;fl)Q + 6) —0

‘ f est continue sur J. ‘

9. Comportement en —1.

étant continue en 0, f(x +1) — f(0) =In2. Donc (z + 1) f(x) — 1.

1
o1 x4+ 1 :tli\ml f(z) = +oo.

/()

N
1 1 |z — y| 1
—1’“( - > < ey
(bl ey pre k+1+y| CENES R y',;/#

G. Bignon

b) Par 3, |(-1)"™ f(n + 1+ z)| < ;== — 0. Donc, par a), la somme partielle

N € N*,

).

a, on a

Par 5, pourz € J, (z+ 1)f(z) =1—(z+1)f(x+1). Quand z — —1, x +1 — O et, f
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Probleme 2 — Partie I — Dérivabilité de f

(=D*

mpourkGN x € J, de sorte que f = Zk 0 9k-

gr(T) =

Corrigé — Probleme 2 — Partie II.

1. Une inégalité.
Soient z,y € Jet ke N.Onnotea=k+14+ax>0etb=%k+ 1+ y > 0, de sorte que
= )k+1 . Alors

a—b=z—yet g (z)=

(@) = guly) — (= h(e) = (0* (5 - 5+ 7)== (55 - )
— (- Lt =y E

Donc, pour tout k € N,

(z —y)?
(k+14+2)2k+1+y)

gk (2) — gr(y) — (z — y)gp(x)] =

Sik>1,onaa>ketb>k, donc a®b > k3.

|z — gy

k€N, (@) — gk(y) = (@ = y)gh(@)| < T3

2. Dérivée de f.

a) Zk>1 % est une série de Riemann d’exposant 3 > 1. Pour z € J et k > 1,

1
|95 () etita)?
> g5 (x) est absolument convergente.

Z — et Z gi(x) convergent.

k>1 k>0

< 1%2 : par comparaison avec une série de Riemann convergente,

b) Soit x € J. On pose S(z) = 220892;( )et C =34 k3 Pour y € J, y # x, par
I.7b) et a), les séries étant convergentes,

+oo

F@) = f(y) = (x = 9)S(x) = D (k@) — gr(y) — (@ = y)gi(@)).

k=0

Par l'inégalité triangulaire sur les sommes partielles puis passage a la limite, avec 1
(cask=0etcask>1):

@) = f) = (@ = y)S@)] < (v — y)? ((H);(Hy) N C) _

Pour y > mT_l, onal+y> HT‘%, done, en divisant par |z — y| :

fly) — f(z)

2
—S@)| <y — —+C 0.
y= S0 <ol (g +©) 732
Ainsi f est dérivable en z, de dérivée S(z), avec g (z) = %

+00 k+1
o / . (71)
f est dérivable sur J et Vo € J, f'(z) = ’;:0 Gritor
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c) En posant n = k + 1 et par le préliminaire 3 :

[e%S) (_1)k+1 +o00 (_1)n

.
f’(o):Zm:Z o

k=0 n=1
2
0) = - ~ —0,82.
F0) =T~
3. Allure de la courbe.
Bilan : f est décroissante sur J ; lim,_,_; f(z) = 400 (asymptote verticale z = —1) ;

limy—, o0 f(2) = 0 (asymptote horizontale y = 0, avec f(z) ~ 5=) ; f(0) =In2 ~ 0,69,
f(1)=1—-1n2 ~0,31 ; la tangente en 0 a pour équation y =In2 — %x

10



