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ESSEC

Mathématiques approfondies

Corrigé du sujet adapté — 2010

Les questions et sous-questions conservent la numérotation de 1’énoncé adapté. Pour f € E, on
note || flloc = sup,er [ f(2)]-

Partie I — Existence et propriétés élémentaires de 'opérateur U

Partie I — L’opérateur U

I =[1,4o0[, E : fonctions continues bornées sur I, a > 0, (Ef) : ¢/ —ay + f =0 sur 1.

Corrigé — Partie 1.
1. Etude de I’équation (Ey).

ax

y(z) est de classe C! sur I et

Z(z) = e (Y (z) — ay(x)).

Ainsi y est solution de (Ey) si et seulement si 2/'(x) = —e™** f(x) pour tout = € I.
Comme ¢t — e~ f(t) est continue sur I, la fonction z — — [{" e~ f(¢) dt en est
une primitive sur U'intervalle I ; donc 2/ = —e™ % f équivaut a l'existence d’une
constante K (en fait K = z(1) = e~ %y(1)) telle que z(z) = K — [{" e~ f(¢t) dt pour
tout = € I.

a) La fonction z : z — e~

y solution de (Ey) <= 3K € R, Vz €I, y(z) = e* (K —/ e f(t) dt) .
1

b) Soient y1,y2 deux solutions bornées de (Ey). Par a), il existe K1, Ko tels que
y1(x) —ya2(x) = (K1 — K2)e™ pour tout = € I. La fonction y; — y2 est bornée, alors
que e — +oo lorsque x — 400 : nécessairement K1 = Ko.

Il existe au plus une solution de (E) bornée sur I.

c) Pourt € I, [e™®f(t)] < ||flloce™, et [;" e dt converge (et vaut €2 puisque
a > 0. Par comparaison de fonctions positives, 'intégrale converge absolument.

+o00o
/ e~ f(t)dt converge (absolument).
1

d) Par c), g est bien définie et, par la relation de Chasles,

g(x) = e (K — /lz e U f(t) dt) avec K = /1+OO e M f(t) dt.
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a)

b)

d)

D’aprés a), g est de classe C! et solution de (E¢). De plus, pour = € I,

O at O at e |[fll
g@) < e [T e O < F et [ el = | e = B,
x x a a
Donc g est bornée et, par b), c’est la seule.
g est I'unique solution bornée de (Ef), et ||g|loo < W)o.

2. Linéarité de U.

—ax

Pour f=1:U(1)(z) = ™ [[® e % dt = e -

a

1
U(1) = — (fonction constante).
a

Pour f € E, U(f) est de classe C! donc continue, et bornée par 1.d) : U(f) € E.
Pour fi, fo € E et A € R, par linéarité de 'intégrale (toutes les intégrales convergent
par 1.c)),

U+ f)(a) = [ T R () + fot) dE = AU(F1) () + U(f2)(2).

‘U est un endomorphisme de E. ‘

Si U(f) =0, comme g = U(f) vérifie ¢ —ag+ f =0, on obtient f =ag — ¢ = 0.
Donc KerU = {0}.

‘ U est injectif. ‘

Pour n € N et € I, on pose hy(z) = ™ [ (=) “eat £(t) dt. L’intégrale
converge absolument, car ‘(t_niff)ne_“tf(t)’ < %t” _at et the % = 0(1> par
croissances comparées. On montre par récurrence que h,, = UT1(f).
Initialisation. hg = U(f) = U'(f) par définition.

Hérédité. Soit n > 1 tel que h,_1 = U™(f). Comme U™l = U o U™ (associativité

de la composition), il suffit, par 1.d), de montrer que h,, est une solution bornée de

(Ehn—l)'
e Dérivabilité. Par la formule du bindme, (t — 2)" = Y p_, ()t*(—2)" %, d’on

(@) = — Z( ) VR T (2),  Ju() :/;mtkeatf(t)dt

Comme Jy(z) = [;"the= @ f(t)dt — [ tFe~ f(t) dt avec un intégrande continu,
Ji. est de classe C! et J|(z) = —zFe™ f(z). Ainsi h,, est de classe C! et

n—1 n
(@) = ah @)~ (Z) (n—k)(-a) e (@)~ L) 5 (Z) o (—a)

!
nl — =

La derniére somme vaut (z — 2)" = 0 car n > 1. Avec (})(n — k) = n(";"), la
somme centrale vaut

n — e _l,n—l
n_llz< 1) n 1-k amJ( ):eax/m+ (t(n_)l)' e—atf(t)dt

= hnfl(.’E).
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Donc R}, — ahy, + hp—1 =0 : h,, est solution de (E}, ).
e Bornitude. Le changement de variable affine u = t — 2 (de classe C!, strictement
croissant, intégrales de méme nature) donne

(- AN 1]
ha@)] < e [ S = e [ e du =

car, avec le changement de variable v = au (affine, strictement croissant),
O—i-oo Ne=aU dq) — n+lr(n+ 1) ar?il
Par 1.d), hy, = U(hp—1) = U(U™(f)) = UML(f), ce qui achéve la récurrence.

t—
VneN, U"Y(f):z— e‘”/ (nx)

e f(t)dt

3. Cas des fonctions exponentielles.

a) Pour k > 0, f est continue et 0 < fi < 1 sur I, donc fi € F, et, comme a + k > 0,

+oo (a+k)x
Ufi)(e) = e [ ety = et

a—+

1
a+k

U(fr) = -

b) Soit)\e}o,%]. Onposek:%—a;comme % Za,onak>0et m—)\. Par a),
(U— )\ldE)(fk) =0 avec fk 75 0.

W€ 0,t], f1, € Ker(U - Aidg) \ {0}, dome Ker(U — Xidg) # {0}.

¢) Par récurrence immédiate a l'aide de a) et de la linéarité de U : U™ (fy) = @R +k = [k
(vrai pour n = 0, et U™ (fi) = UM(U(f3)) = U (fx))-

e—ka;

vneN, U@ =

Comme e ** > 0, la limite dépend de la position de a + k par rapport a 1 :

0 sia+k>1,

: n _ —kx ) _
Jim [U"(fi))(z) = (e sia+k=1,
+oo siat+k<1.

4. Cas des fonctions sinus et cosinus (a = 1).

a) sinet cos sont continues et bornées sur [ : elles sont dans . Posons hy = %(Sin + cos)

et hy = 1(cos —sin), de classe C! et bornées. On a
Ry — hi 4 sin = 1 (cos — sin) — $(sin + cos) + sin = 0,
hy — ha + cos = 3(—sin — cos) — 3(cos —sin) + cos = 0.
Donc hy (resp. hs) est une solution bornée de (Egy) (resp. (Eeos)) ; par I'unicité de
1.d) :
U (sin) = sin —; cos7 Ucos) = coS ; sin
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b) Si asin+Bcos = 0 sur I, I'évaluation en 5 € I donne a = 0, puis I’évaluation en
7w € I donne 8 = 0. La famille (sin, cos) est donc libre, et génératrice de P par
définition : c’est une base de P. Pour f = asin+fcos € P, par linéarité et a),

U(f) = aU(sin) + pU(cos) € P : P est stable par U.

11 -1
M=3 (1 1 ) '
c) Par le calcul :

1/0 -1 1 /-1 -1 1
2 _ 1 3_ 1 a_ 1
M_2<1 0)’ M 4(1 —1>’ M s
Soit n € N, écrit n = 4g +r avec ¢ = | 2] et r € {0,1,2,3}. Comme M* = —11,,
M" = (MM = (=3) v

M= (-1)'p, M = (-1) M,

MAa+2 — (‘i)q M2, MAat3 (_%y M3

Tous les coefficients de M°, M, M?, M3 sont majorés par 1 en valeur absolue, donc

4
chaque coefficient de M™ est majoré en valeur absolue par (l) o

1 , qui tend vers

0 car |n/4| — 4o0. Par le théoréme d’encadrement :

‘Tous les coefficients de M™ tendent vers 0 lorsque n — +o00. ‘

5. Une autre famille de fonctions.

a) o, est continue sur I, positive et tend vers 0 en +oo (croissances comparées), donc
bornée : ¢, € E. Pour n > 1, x € I et A > x, on integre par parties sur le segment
4

[z, A] avec u(t) = t" et v(t) = —eiﬁ:)t, de classe C1, o/ (t) = nt" 1, o/(t) = e~ (a1}
A —(a+1)z _ —(a+1)A A
/ e~ (att gy — ghe—(atl)z _ Ano—(a+1) N n / gn=lo=(at+1)t gp.
z a+1 a+1J:
Par croissances comparées, A"~ (@+tDA 5 () lorsque A — +00. En multipliant par

e, et puisque 1y, (z) = e [ me=(a+ )t gt .

1
Vn > 1, wn:a+1(@n+nwn—1)~

De plus, par la question 3.a) avec k =1 : 1pg = ﬁgpg.

b) Liberté. Si Y ¥ _, crpr = 0 sur I, alors Y-8 _, cpx® = 0 pour tout « > 1 : ce polyndme
a une infinité de racines, il est nul, et tous les ¢, sont nuls. Donc (o, ..., ¢p),
génératrice de F,, en est une base.

Stabilité. Montrons par récurrence que v, € F, pour tout n. C’est vrai pour n =0
i sl 1 € F—1 C F,, alors ¢, = a%rl(gon + nYp_1) € F,. Ainsi, pour n < p,
U(pn) = n € F, C Fp, et par linéarité U(F)) C F),.

F, est stable par U et (po,...,¢p) en est une base.
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¢) On note b = a—}_l €]0,1[. Par a) : U(gpo) = bpo, U(p1) = bp1 + bihg = b2pq + b1,

Ul(p2) = bpa + 2bhy = 2b3pg + 2b%p1 + bpa.

b b 207 1
T,=[0 b 2v*], b=
00 b a+1
0 b 2b 0 0 2b
On écrit Ty = b(I3+N)avec N = |0 0 20 |,N>2=|0 0 0 |[|et N>=0
0 0 O 0 0 O
Comme I3 et N commutent, la formule du bindéme donne, pour n € N (avec (g) =0

sin<2):

—1
TP = bn (13+nN+"("2)N2>.

Le coefficient (1,3) vaut b™(2nb* + n(n — 1)b?) = n(n + 1)b" 2.

bt nb"t n(n 4 1)bn T2
wr=10 b 2npntt
0 0 b

Comme 0 < b < 1, par croissances comparées n/b" — 0 pour j € {0,1,2} :

‘Tous les coefficients de T3 tendent vers 0 lorsque n — +o0. ‘

6. Une autre expression de U(f).

Soit = € I. Le changement de variable t = x +u, affine (de classe C! et strictement crois-
sant de [0, +oo[ sur [z, 4+00[), donne deux intégrales de méme nature (ici convergentes),
et

+o0 +oo +eo
[ emrmar= [ e e @ s wydu= e [T e (ot w)du
= 0

0

+oo
Veel, U(f)x) = /0 e~ f(z + ) dt.

7. Positivité de U.

a) |f|est continue et bornée : | f| € E. Les intégrales convergeant absolument, 'inégalité
triangulaire donne, pour = € I,

U(F) (@) = e

[T emtoa] <o [ el = i@

U< U(f)-]

b) Pour z € I, t — e~ %p(t) est positive sur [z, +oo[, donc par positivité de l'intégrale
(bornes dans 'ordre croissant), ¥ (z) > 0.

Y > 0.

at
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c) Soit x € I. Pour t > 0, p(z +t) < ¢(x) car ¢ est décroissante. Par la question 6 et
la positivité de l'intégrale,

+0o0

ap(z) = a/

+oo
e o +t)dt < ago(a:)/ e~ dt = o(z).
0 0

Comme 9 est solution de (E,), ¢ = ay) — ¢ < 0 sur Uintervalle I.

‘mﬁ < et 1 est décroissante sur [ ‘

8. Commutation de U avec la dérivation.

a) Soit f € Ey ; f' est continue et bornée, donc f’ € E. Soient z € [ et A > 0. On
™ ot v(t) = f(z +1), de

integre par parties sur le segment [0, A] avec u(t) = —
classe Ct, u/(t) = e~ o/(t) = f'(x + 1) :

a

/A e—atf(x—l—t) dt = f(ilT) — e_aAf(l‘+A) + 1/A6_atf/(:(,‘—|—t) dt.
0 0

a a

Comme |e % f(z + A)| < || flloce™®* — 0, on obtient en faisant A — +o0 et en
appliquant la question 6 & f et a f/ : U(f)(z) = @ +IU(f) ().

aU(f) = f+U(f").

b) U(f) est de classe C!, solution de (Ey), donc U(f) = aU(f) — f = U(f') par a).
En particulier U(f)" = U(f’) est bornée, donc U(f) € Ey et D(U(f)) a un sens.

Vf € Bi, D(U(f) =U(D(f)).

c) f est décroissante et de classe C', donc f/ < 0 : —f’ est un élément de E & valeurs
positives et, par 7.b), U(—f") > 0. Par b) et la linéarité de U, U(f) = U(f’) =
—U(—f") <0 sur l'intervalle I.

‘U (f) est décroissante sur I. ‘

Partie IT — Comportement asymptotique de U(f) au voisinage de
+00

Partie IT — Equivalents en +oo

«, 3 continues sur I, 3 > 0, ffroo B convergente ; f,(t) =t7%, go = U(f)-

Corrigé — Partie II.
1. Résultats préliminaires.

a) Soit e > 0. Comme a(x) = o(B(z)) et B > 0, il existe A > 1 tel que, pour tout t > A,
la(t)] < efB(t). Par comparaison de fonctions positives, [ |a(t)|dt converge ; a

6
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étant continue sur [1, A, [7*° a(t) dt converge (absolument) pour tout = € I. Pour
x > A, linégalité triangulaire et la positivité de l'intégrale donnent

—+00

/;OO a(t) dt’ < /;OO a@ldi<e [ B dt.

xT

—+00

/x o) dt‘ < [ 7B

xT

Ve > A,

Comme [ est continue et strictement positive, f; *B(t)dt > 0 pour tout z, et
I'inégalité s’écrit ’f;oo af [ B) < e pour x > A. Ceci valant pour tout € > 0, le
quotient tend vers 0 :

T—r+00

/x () at 0 < :Oo B(t) dt> .

b) On a a(x) — B(z) = o(B(x)), et a — B est continue. Par a) appliquée & a — 3,
Vintégrale [."*°(a — ) converge, donc aussi [/ a (car a = (a — ) + ), et :

/:wa(t) dt — /;ooﬁ(t)dt —0 (/:X)ﬁ(t) dt) .

/x ) at o /x " 80t) at.

2. Cas des fonctions admettant une limite en +oo.

Cas b= 0. On pose a(t) = e~ f(t) et B(t) = e~ : elles sont continues, 3 > 0 et [ 3
converge. Comme f(t) = o(1), a(t) = o(5(t)), donc par 1.a)

[ ) ),

d’ott g(x) = e [F® e f(t)dt = o(1), c’est-a-dire g(z) — 0. Cas général. f —b€ E
tend vers 0 en +oo, donc U(f—b) — 0. Par linéarité et 1.2.a), U(f) = U(f—b)+bU(1) =
U(f-b)+ 2.

b
lim g(z) =-.
a

r—-+00

3. Cas des fonctions puissances.

a) f, est continue, a valeurs dans |0,1] sur I : f, € E. Soient = € I et A > x.
efa,t

On intégre par parties sur [z, A] avec u(t) = —— et v(t) = ¢t~*, de classe C',
u'(t) = e %V (t) = —wt— 7L

A e—at e—ax e—aA w A e—at
[ A
R az® aA¥ a Js t¥T
En faisant A — 400 (le terme Z:f tend vers 0) puis en multipliant par e®* :

folz) w

a - ng-i-l(x)'

Ju(z) =
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La fonction f,y;1 est dans F, positive et décroissante ; par 1.7.b) et ¢), 0 < agy41 <
fw+1- Donc

Jot1(7) _ fopr(z) 1
0SS afle) —ar o

S0it g1 = O(fw)a puis g, = % + O(fw)'

0,

Ju() ~ fw(x)

Tr——+00 a

b) Soit u > 0. La fonction h : 5 — e~ est de classe C* sur [0,u] et [R("D(s)| = e~ <
1. L’inégalité de Taylor-Lagrange a lordre n entre 0 et u donne

n(—y)F
_Z(k!)

k=0

un+1

< .
(n+1)!

Soit z € I. Pour t € [1, ], avec u = at, et en divisant par ¢ > 0 :

—a ktk 1

-i-2C

On integre sur [1,z] (bornes dans l'ordre croissant), en posant S,(z) =

_ kak n —ak - _
22:1 ( Ii)k' (‘Tk - 1) = Zkzl ( kl) f1 tk ldt :

an-l—ltn
S (n+ 1)V

a”+1(ajn+1 . 1) (al‘)n+1
(n+1)(n+1)! = (n+ 1)

x e—at
/ — At —n(z) — S(x)| <
1

La série exponentielle Z converge donc son terme général tend vers 0 ; par

—at

le théoreme d’ encadrement, Sn( )= T

dt — In(x). La série converge et :

)kk

xefat
—1).
/1 t +Z k k! )

Enfin, par la relation de Chasles (l'intégrale [, & o

e‘”( oo et gy — [ e dt), d’ott

dt converge par I.1.c)), g1(x) =

—+o00 +ooe*at
g1(z) = e | —In(z Z kk:' (z —1)—}—/1 ; de ).

4. Cas des fonctions comparables aux fonctions puissances f,,.

a) On pose a(t) = e % f(t) et B(t) = e % f,(t) : continues, 3 > 0, et ffroo B converge
(I.1.c)). Si f = o(f.,), alors a = o(B) et, par l.a), [ a=o0 (f;oo 5). En multi-
pliant par e®* > 0 :

f =z olfo) = g = olgw)-

b) Avec les mémes « et 3, si f ~ f, alors a ~ 3, et par 1.b) puis multiplication par
@ g~ g,. Par 3.a), g, ~ %‘”, et %’ ~ 5 Par transitivité :

f
e =950
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Partie ITT — Convergence absolue de [ U(f)

Partie ITII — Intégrabilité de U(f)

f € E avec [["°|f(t)|dt convergente, g = U(f).

2.

Corrigé — Partie III.

1. Etude d’exemples.

a) Par 1.3.a), gx(t) = % et, comme k > 0, [;F® e *dt = %

et
k(a+k)

400
/ gk (t) dt converge et vaut
1

b) Par I1.3.a), g,,(t) ~ -1 lorsque t — +oo0, et ces fonctions sont positives (1.7.b)).

at®
Par le critere d’équivalence pour les fonctions positives, ff“oo g et f1+ 4t gont de

tw
méme nature ; par le critére de Riemann :

+00
/ 9w (t) dt converge si et seulement si w > 1.
1

Cas des fonctions positives.
a) g est continue, donc G est de classe C! avec G’ = g. Comme ag = ¢’ + f,
aG(e) = [ (d/(6)+ £(1)) dt = g(@) — 9(1) + F(z).

Done G/(x) — aG(x) = g(x) — g(x) + g(1) — F(x).

G —aG = —F + g(1).

b) F est de classe C! (donc continue) et croissante car f > 0 ; ainsi 0 = F(1) < F(z) <
F f(t)dt : F est bornée et F € F.
Posons H = U(F)—@. Par linéarité et .2.a), H = U(F)—g(1)U(1) = U(F—g(1)),
donc H'—aH + F — g(1) = 0. Par a), G vérifie la méme équation. Ainsi A = G — H
vérifie A’ — aA = 0, c’est-a-dire que A est solution de (Ey) ; par L.1.a) (avec f = 0),
il existe K € R tel que A(z) = Ke®.

JdK eR, Vz eI, G(x)=Ke™ +[U(F)|(z) — —=.

¢) Par L1.d), [g < [}, donc |G(a)| < i lg(t)] dt < 1= (2 — 1) < M=o

a a

1l

a

G(x)

T

<

Vo e 1, ‘

d) Pour z € I, KZM = Gg(cx) - U(I;)(x) + %. Le membre de droite est borné sur I par

c),car UF) € Eet 0 <1 <1.81K#0,
ce qui est absurde. Donc K = 0.

axr . 7
%’ — 400 par croissances comparées,

K=0 et G:U(F)—@.
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e) Par convergence de [, f, F' admet la limite finie L = [;"* f(¢) dt en +00. Comme
F € E, 112 donne U(F)(z) — £, puis par d) G(z) — L_Tg(l), limite finie.

“+oo

+oo 1
/1 g(t) dt converge et vaut o ( f(t)dt — g(l)) :

1

3. Cas général.

La fonction |f| appartient & E, est positive, et [;"°°|f(t)| dt converge. Par la question
2.¢), [;FU(|f])(t) dt converge. Par 1.7.a), 0 < |g| < U(|f|) sur I ; par comparaison de

fonctions positives, [ |g(t)|dt converge.

400
/ g(t) dt est absolument convergente.
1

10



