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Dans tout le probléme, n désigne un entier supérieur ou égal a 2, et R™ est muni de sa structure
euclidienne canonique. Le produit scalaire et la norme associée sont notés respectivement ( , ) et
II||l. Pour x = (x1,...,2,) et y = (y1,...,yn) de R™, on note x > y si x; > y; pour tout i € [1,n).
Le vecteur nul est noté 0 et le vecteur dont toutes les composantes valent 1 est noté 1.

On rappelle ou on admet les résultats suivants : une partie non vide K de R™ est convexe si,
pour tout couple (u,v) de vecteurs de R™ et tout ¢ € [0, 1], le vecteur tu + (1 — t)v appartient &
K ; 'image réciproque par une fonction continue de R™ dans R d’un intervalle fermé de R est un
fermé de R".

On dit qu’'un vecteur h de R™ sépare deux convexes K et K5 s’il existe un réel c tel que, pour tous
u€ Ky etve Ko, (hyu) < ¢ < (h,v).Si K est une partie non vide et convexe de R", et € R, la
projection de x sur K, lorsqu’elle existe, est notée p(x); elle vérifie ||z — p(z)|| = minex ||z — 2|

1 Projection sur un convexe fermé

Themes abordés : Espaces vectoriels ; fonctions de plusieurs variables; Python.
1. Exemple 1. Soit K = {(21,20) € R? | z1 < let 20 <1} et = (21, 22) ¢ K tel que 21 > 0
et o > 0.
a) Montrer que K est convexe et fermé. K est-il borné ?
b) Etablir I'existence et I'unicité de la projection p(x) de z sur K. La déterminer.
c) Représenter le convexe K, le vecteur x et la projection p(z).

22

d) Ecrire une fonction Python distance(x1, x2) qui, & tout vecteur z = (x1,22) ¢ K
tel que z1 > 0 et g > 0, associe le réel ||z — p(z)]].

def distance(x1l, x2):
return ((max(xl - 1, 0))**2 + (max(x2 - 1, 0))**2)**x0.5

e) Vérifier que, pour tout z € K, (z — p(z),z — p(z)) < 0.

f) Montrer qu'il existe un réel ¢ tel que, pour tout z € K, (z —p(z),2) < ¢ < (x — p(x), x).
2. Exemple 2. Soit E un sous-espace vectoriel de R”, différent de {0} et de R™.

a) Montrer que E est une partie convexe de R™. On admet qu’elle est fermée.

b) Dans cette question, £ = {w = (wy, ws, w3, wy) € R* | wy + wy — w3 — wy = 0}. Soit
x = (x1, T2, x3,24) ¢ E. Déterminer miny,cpgl|z — wl| et le vecteur p(zx).

3. Cas général. Soit K une partie convexe, fermée et non vide de R", et = ¢ K.

a) Soit f: K — R, f(2) = ||x — z||. Justifier la continuité de f.
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b) Soit zg € K, By la boule fermée de centre x et de rayon ||z — z||, et K/ = By N K.
Justifier que K’ est fermée et bornée.

¢) En déduire que f admet un minimum sur K’. Soit 2 tel que f(2) = min.cx’ f(2).
d) Montrer que ||z — z|| > ||z — Z|| pour tout z € K. Conclure.
4. a) Vérifier, pour tous a,b € R™, I'identité Haz - aTH’H2 +Hla—0b|? = 3|z —al*+ 3|z — |
b) Posons d = min.cx ||z — z||. Si u,v € K vérifient d = || — u|| = ||z — v||, montrer a

I’aide de la question précédente que u = v. Conclure.
5. On rappelle que p(z) désigne la projection de x sur K.

a) Etablir, pour tout z € K et tout t € [0,1], ||z — p(x)||> < ||z — (tz 4+ (1 — t)p(2))||>.
b) En déduire, pour tout z € K, (z — p(z),z — p(z)) < 0.

c¢) Réciproquement, s'il existe y € K tel que, pour tout z € K, (z — y,x — y) < 0, montrer
que y = p(x). Conclure.

d) Etablir (z — p(z), p(x)) < (x — p(z), z) et conclure que x — p(x) sépare K et {x}.

2 Un cas particulier

Themes abordés : Fonctions de plusieurs variables ; espaces vectoriels.

Soient i, ..., a, des réels strictement positifs et K = {z = (21,...,2,) € R* | X0, ;22 < 1}.
Soit x = (z1,...,2,) ¢ K, avec x; > 0 pour tout i. Posons Ko = {z € K | .1 ;22 = 1} et
Ki={zeK|Y" a2 <1}.

6. Montrer que K est convexe, fermé et borné.

7. Soit f: K — R, f(2) = ||x — z||%.
a) Montrer que f est de classe C! sur 'ouvert Kj.
b) La restriction de f & K; admet-elle des points critiques ? En déduire que p(z) € K.
¢) Montrer que les coordonnées de p(x) sont positives ou nulles, non toutes nulles.

8. On définit Q = {(21,...,2,-1) E R | Vi € [I,n—1], z; > 0et (21,...,2,-1,0) € K1}.

Soient
1 n—1
\I/(Zl,...,znfl): (1—20(1-7:@-2),
ap, :
i=1
n—1
H(Zlv cee anl) = Z(xl - Zi)2 + (J:n - \I](Zla cee anl))Q-
i=1
On suppose que (27,...,25_;) est un point critique de H. On note 2z}, = W(z],...,25_;) et
2= (2],...,2}).
a) Montrer que 2 > 0 et que z* € Kj.
b) En posant A\ = O% (ﬁ—" — ), montrer que z; = 75— pour tout i € [1,n].

c) Posons 8 = maxj<j<n(—1/c;). Montrer que A > /3.

)
)
)
)

o,

2 2
Etudier sur |3, +oo la fonction y — >°1" 4 % En déduire l'existence d’un unique
aix?

(1+a;y)?

réel \g vérifiant 7 = 1. Montrer que Ag > 0 et expliciter z* en fonction de

Ag, des «; et des z;.
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9.

3

a) Etablir, pour tout z € K, (z — z*,z — z*) < 0. En déduire que z* = p(x).
2

b) Montrer que ¢ = % (1 Y ( ;a2

1+a/\o)2> vérifie, pour tout z € K, (x — p(x),2) < c <

(x —p(x), ).

Une séparation de deux convexes

Themes abordés : Fonctions d’une variable; espaces vectoriels.

On admet : si K et Ky sont deux convexes fermés de R™ tels que K; N Ky = {xz¢}, il existe un
vecteur non nul A € R™ et un réel ¢ tels que, pour tout z € K et tout y € Ky, (h,z) < ¢ < (h,y).

On note B, l'ensemble des parties K de R™ vérifiant : (i) K est convexe, fermée, bornée et
contenue dans {z € R™ | > 0}; (ii) il existe z € K dont toutes les coordonnées sont strictement
positives; (iii) pour tout x € K et tout y € R", [x >y > 0] = y € K.

10

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

. Dessiner dans R? un exemple d’élément K de B,. Dans toute la suite, on se donne un
élément K de B,,.

On dit que f: Ry — R est strictement concave si, pour tous a < b de R* et tout ¢ €]0, 1],
f(ta+ (1 =1t)b) > tf(a)+ (1 —1t)f(b). Montrer que In est strictement concave sur R .

Soit g : K —» R, g(z) = g(z1,...,zn) = [[1=1 -

a) Justifier que g admet un maximum sur K.

b) Siu € K vérifie g(u) = maxzex g(x), montrer que u; > 0 pour tout i.

¢) Etablir unicité de w.
Notons ¢*(K) = (¢7(K),...,¢:(K)) 'unique vecteur de K ou g atteint son maximum.
%%) €R"| (21,...,7) €K},

a) Montrer que F' € B,.

Posons F' = {

b) Montrer que, pour tout y € F, [[i"; y; < 1.
Posons A = {z € R" |z >0 et [, z; > 1}.
a) Montrer que A est fermé.
b) En utilisant la question 11, montrer que A est convexe.

Etablir AN F = {I}. En déduire I’existence d’un vecteur non nul h vérifiant, pour tout
z € Aettout y € F, (h,y) < (h,1) < (h, ).

Montrer que les coordonnées de h sont toutes strictement positives :

a) sous 'hypothese 0 > h, poser v, = (h, kI) et aboutir & une contradiction ;

b) si hy, <0, définir, pour k € N*, w*) par wl(f) = 1/k, wgf) —ketw®™ =1 sinon, puis

i
étudier 2z, = (h,w®) et conclure.
En utilisant un raisonnement semblable, montrer que toutes les coordonnées de h sont égales.
En déduire que, pour tout x € Aet tout y € F, > jy; <n <>, ;.
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4 La solution de Nash

Themes abordés : Espaces vectoriels; algébre bilinéaire.

Un élément K de B, représente un probleme de négociation : z; mesure le gain de la personne
i, et le statu quo est 0. Pour z € R" et (i,5) € [L,n]?, i # j, on note z[i, j] le vecteur obtenu
en échangeant les coordonnées de rangs i et j. Pour a,x € R", a ® x = (a1x1,...,a,xy), €t
a@K={a®z|ze K}

Une regle de partage est une application ¢ : B, — R™. On s’intéresse aux regles vérifiant :

P1: pour tout K € B,,, (K) € K et il n’existe pas x € K tel que z # ¢(K) et x > ¢(K);

P2 : pour tout K € B, et a € R"™ tel que a; > 0 pour tout i, p(a ® K) = a® ¢(K);

P3 : pour tous K, K’ € B, tels que K C K’ et ¢(K') € K, ¢(K') = ¢(K);

P4 : pour tout K € B, et tout couple (4,j) d’entiers distincts, ¢p(K[i, j]) = (¢(K))[4, j].

18. Les propriétés P1, P2, P3 et P4 ont chacune une interprétation en termes de symétrie, d’im-
partialité, d’invariance par changement d’échelle ou d’invariance par élimination d’options
non pertinentes (dans le désordre). Associer & chacune son interprétation et justifier tres
brievement.

19. Montrer que ¢*, définie a la question 13, vérifie P1, P2, P3 et P4.
20. Soit ¢ une regle satisfaisant P1, P2, P3 et P4.

a) Posons Ko = {z € R" | 2 > 0 et Y7 2; < n}. A laide de P1 et P4, montrer que
6(Ko) = T.

b) Soit K € B, et F ensemble défini & la question 13. A I'aide de P3 et de la question 17,
montrer que ¢(F) = I. En déduire que ¢(K) = ¢*(K). Conclure.
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