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Mathématiques approfondies — Mathématiques 11

Corrigé du sujet adapté — 2010

Les questions et sous-questions conservent la numérotation de ’énoncé adapté. Pour a > 0,
une variable de loi 7y(a) admet la densité fx, rappelée dans I’énoncé ; la loi exponentielle de
parameétre 1 est la loi y(1).

Partie I — Quelques résultats préliminaires

Partie I — Constante d’Euler, lois gamma, quotients

hyp = ZZ:l %7 Tn = hp — lnn7 Xp — V(t)v "b = F//F, Ta,ﬁ = Xa/X,B7 Qa,,B = lnTa,,B-

Corrigé — Partie 1.
1. La constante d’Euler.

1 1
a) Pour n > 1, vn:hn+1—hn—ln(n+1)+lnn:—ln<1+).
n n

+1
Par concavité de In, In(1 + z) < x pour tout > —1. Avec x = % 2 In (1 + %) < %
Avec z = _%4—1 :In (#_1) < —n+_1, soit In (1 + %) > n%_l Ainsi
1 1 1 1
0 —v, < —— < —.

n n+1:n(n+1)\n2

La série de Riemann 3" 2> converge ; par comparaison de séries & termes positifs,
n
> (—vp) converge.

La série E vy, converge.

b) Pourn > 2, v, =y + Zz;ll vg. Par a), le membre de droite admet une limite finie
quand n — 4o00.

“+o0 “+00
(vn) converge, vers v =y, + Z v, =1+ Z Uk
k=1 k=1

t+n t
c) dn,tzy—i—ln(t—i—n)—hn:'y—q/n—i—ln(n) :'y—q/n—i-ln(l—l—n).Parb) et

continuité de In en 1 :

lim dnt = 0.
n—+oo

2. Moments de X; et de In(X}).

a) On sait que :
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b) Par le théoréeme de transfert, In(X;) admet une espérance si et seulement si

O+°O(ln m)% dx converge absolument. Cette intégrale converge et vaut F/((tt))

; elle converge absolument, car 'intégrande est de signe constant sur |0, 1] et
sur [1,+oo[. De méme, E((In X;)?) = ﬁ (nz)?e 2t tdr = Fp(g). Donc
E(In X;) = ¢(t). Par la formule de Koenig-Huygens :

" /()2 " 2 N
vinxy = IO IO _ MO0 _Te2_ 1y

OO 0L =)

“\T

E(ln(Xy)) = ¥(t),  V(n(Xy)) = ¢'(1).

3. Inégalités.

a) Par le théoreme de transfert, E(1/X}) existe si et seulement si ﬁ Jor e a2 da

converge (intégrande positive). C'est le cas pour t —1 > 0, et U'intégrale vaut I'(¢ —1).
Comme I'(t) = (t — 1)I'(t — 1) :

1 L(t—1) 1
vVt > 1, ]E(X): 0 =1

~ 2y _ I'(t—2) _ 1 . 4 :
De méme, pour t > 2, E(1/X7) = D~ =y o e résultat servira en c).
b) Soit g(z) =2 —1—1Inz sur |0,400[. On a ¢'(z) =1 — 1 : g décroit sur ]0,1], croit
sur [1,4o00[, et g(1) = 0. Donc Inz < z — 1. En appliquant ceci a %, on obtient
—lnxgi—l, soit Inx > 1—%.

1
Vr>0, 1——<lnha<z-1.
x

Siz>1,ona0<Inz <x—1,donc (Inz)? < (x—-1)2Si0<2<1,ona
2
1-— % <Ilnx <0, donc (lnas)2 < (1 — i) . Dans les deux cas :

(Inz)? < (1 - ;)2 +@—1)2

c) Les variables considérées admettent une espérance, par 2b) et 3a). On applique b)
avec © = X /t, puis la croissance de I’espérance.

. E(ln%)<1€(%—l):§—1:0.

» Pourt>1:E(m&) >E(1- ) =1- 4 =4
2
.Pourt>2:E<()§f—1)>:V(t)§t)ziet
t\?2 2 2
Ef{(1-— =1
(( Xt)) t—1+(t—1)(t—2)
=Dt —2) -2t —2)+ > t+2
- t—-1)(t—-2) S E-1E-2)
Or
2t t+2 1 3t2 — 4t + 4

G—22 -D)t-2) ¢ tt-Di-22""
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car le trinéme 3t2 — 4t + 4 a un discriminant —32 < 0. D’ou E (ln2 %) <
t+2 1 2t
ENEIREE NI

1 X, 2Xt> 2
— ~ <E(mZt)<o@>1), E(m2Zt)< t>2).
(m3)<oe>n. E(m3 @—ae 77

d) Soite >0et Z, =1In (%) Pour n > 2 —t, on at+n > 2. L’inégalité de Markov

appliquée a la variable positive Z2 et c¢) donnent

B(Z2) _ _ 2At+n)
e2 T e2(t+n—2)% notod

X
m( ) _P .
t+n/) n—+oo

P(|Zn| > €) = P(Z2 > £%) <

4. Un lemme de convergence.

a) Si |An| < §, |Bn| < 5 et [Cy] < 5, alors [Dy| < |Ay| + [By| + |Cp| < €. Par
contraposée :

[IDn] > €] € [|An| > /3] U[|Ba| > £/3]U[|Cn| > £/3].]

Donc P(|Dy| > ¢) < P(|An] > 5) +P(|Bn| > 5) +P(|Cy| > 5), et chaque terme
tend vers 0.

D, &o.

b) Soit € > 0. Comme u,, — u, il existe ng tel que |u, —u| < § pour n > ng. Pour ces
n, |Va| < [Dn| + |un — ul, donc [|V,,| > €] C [|Dy] > 5], et P(|V,| > ¢) < P(|Dy] >
£) — 0. Ensuite, (N +u)+V,) — (N +u) = V.

V, 50, (N+uw+V, 5 N+u

c) Par le résultat admis, (N + u) + V;, converge en loi vers N + u. Comme N est a
densité, Fiy4, est continue sur R. Par définition de la convergence en loi, pour tout
réel z, P(N +u)+V, <z) = Fyyu(x). Or (N+u)+V, =N+ D, +u, ala
méme loi que M pour tout n. La suite ci-dessus est donc constante, égale a Fy(z).
Ainsi Fiy = Fyio.

‘M et NV 4+ u ont la méme loi.‘

5. Quotient de deux variables gamma indépendantes.

a) X, et Xg sont a valeurs dans |0, +oo[, donc T, 3 aussi, et Qq 3 est a valeurs réelles.

Qa,g(Q) C R.

Soit F' la fonction de répartition de In X,,. Pour z € R, F(z) = P(X, < €*) =
Fx_(e%). Comme fx,_ est continue sur |0, +oo[, Fx, v est de classe C!. I est donc
de classe C! sur R, avec F’(z) = e®fx, (€¥). De méme, P(—In X3 < z) = P(X5 >
e ?) =1~—Fx,(e ), de dérivée e~ " fx,(e™").

e exp(—e”) e A% exp(—e?)

Moy wwl ="

flnXa(x) = (SL’ER)
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b)

d)

In X, et —In Xz sont indépendantes, comme fonctions des variables indépendantes
Xo et Xp, et Qo3 =InX, + (—1InXg). Leurs densités sont continues et bornées
(elles tendent vers 0 en £o00). Par le théoreme de convolution, une densité de Q3
est

+o0o
fQu () :/_OO Jinxa W) f-mx,;(z —y)dy
1 +o00

_ eaye—eye—ﬁxﬂ-ﬁye—eye*I dy,
e !

la convergence de 'intégrale étant établie en c).

—Bz +oo
fQus(x) = I‘(Z)I‘(B)/ elatBy exp(—eY(1+ e~ 7)) dy.

—00

Soit « fixé et ¢ = 14+e~% > 0. L’application ¢ : y — ce¥ est de classe C! et strictement
croissante sur R. C’est une bijection de R sur |0, +o00[, avec du = ce¥ dy = udy. Le
changement de variable u = ¢(y) montre que I'intégrale de b) a la méme nature que

/+oo (u)a—i-ﬁ e_u@ _ 1 /+OO wOTB e Qo = M
0 c u B (14 e—@)atB’

qui converge, et qu'elle lui est égale. Puis e #%(1 4 e=2)~ (@8 = ¢=Brelathz(pr 4
1)~(@+8) don :

1 eOéiL‘

f0us) = Bra ) s e

T.p = €6 > 0. Pour z < 0, Fir(z) = 0. Pour 2 > 0, Fr(z) = P(Qup < Inz) =
Fo(Inz). Comme fq est continue, Fy) est de classe C'. Fr est donc dérivable sur

10, +o00[, de dérivée 1 fo(Inz) = W‘

a—1

1 Za—l

Bla.B) (11 2)o+8 ¢

fTaﬁ(z) = z > O)v fTa,,B(z) =0 (Z < 0)

Xo/X T,
Jop = Xa/)/(ﬁf‘l = 1+:ny5 €10,1[. Donc Fj(z) = 0 pour z < 0 et Fy(z) = 1 pour

z > 1. La fonction s — 1 est une bijection strictement croissante de |0, +o0[

sur |0, 1[, de réciproque z — —=-. Pour z €]0,1], on a donc Fj(z) = Fr (1%2)7 de

1—z-°

dérivée
1 z \ 1 1 zo~1 R z)B-1
(1—2)2fT<1—z> - B(a,B) (1 —2)2 (1—z)a_1(1_z) = B(a,B8)

car 1+ 17 1;.

fJa,g(Z) = Bla Za_l(l - Z)ﬁ_l (z €]0,1]), 0 sinon.
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Partie IT — Etude de la variable aléatoire In(X;)

Partie IT — Représentation de In(X;)

(Vi) Lid. de loi £(1), Sp = XF, Vi, Ry = X;(jfg;, Xo, Y1, Ys, ... mutuellement indépen-
dantes.

Corrigé — Partie II.

On utilisera plusieurs fois le fait suivant. Si A4, ..., A, sont mutuellement indépendantes a
densité, si A},..., Al le sont aussi, et si 4; et A, ont méme loi pour tout 7, alors > A4; et
>- Al ont méme loi. En effet, par le théoréme de convolution (et le lemme des coalitions),
une densité de la somme se calcule de proche en proche a partir des seules densités des
termes.

6. Loi de S;.

Les Y; sont indépendantes de loi y(1). Par stabilité des lois gamma :

Sk (k). E(Sp) =V(Sk) = k.|

7. Deux identités.

a) Toutes les quantités X + Sy sont strictement positives. Le produit est télescopique :

X +S, Xi+S., Xi+ S,

ﬁXt+Sk—1 Xy +S0 X

k=1

Donc In (HZ:l X;{jf;;) +In(X;+ S,) =In Xy — In(Xy + Sy) + In(X; + Sy).

m Xt + Sk1
In(X;) =1 —_—_ In(X ).
n(Xy) n<kl;[1 Xt+Sk>+n( ++.Sn)

b) X;,Y1,...,Y,, sont mutuellement indépendantes, de lois v(¢),v(1),...,v(1). Par
stabilité des lois gamma par somme :

Xt+5’m<—>7(t+m).‘

8. Indépendance des R; .

a) Ry = XtX+tY1 et Ry = % Comme X; < ~v(t) et Y3 — (1) sont indépen-
dantes, le troisieme résultat admis (avec v = ¢, § = 1) montre que R;; et X; + Y]
sont indépendantes. Par ailleurs, Y est indépendante du couple (X4, Y1) (lemme
des coalitions). Pour tous intervalles I, J, K, 'événement [R;; € I|N[X; + Y1 € J]
ne dépend que de (X3, Y7), donc

P([RtJ S I] N [Xt + Y € J] N [}/2 S K]) = ]P’(Rt,l € I)P(Xt +Y € J)P(}/z S K)

Ainsi Ryq, Xy + Y7 et Y sont mutuellement indépendantes. On applique le premier
résultat admis avec A1 = Ry1, A2 = Xy + Y1, A3 = Yo, p = 1, 1 = id et
v2(a,b) = =4, continue sur 10, +0o[?. Comme R; o = @o(X; + Y1,Y2) :

’Rt,l et R;2 sont indépendantes. ‘

at
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b) Par 7a), n X; = 3, + In(X; + S,) avec X,, = >} _;In R, ;. D’apres le résultat
admis, Ri1,..., Ry pn, X¢ + S, sont mutuellement indépendantes ; par le lemme
des coalitions, >, et In(X; + S,) sont indépendantes. D’autre part, 3, est une
fonction de (X, Y, ...,Y,), donc X, et In Xy, sont indépendantes. Enfin, par 7b),
In(X¢+S,) et In(X¢4,,) ont méme loi. Ces variables sont & densité (5a pour In Xy,
et 9b pour les In R; ;). Par le fait rappelé en téte de partie, ¥, + In(X; + S,) et
Y + 1In X;1,, ont méme loi.

n
Z (Rt k) + In(X;4p) ont méme loi.

9. Loi des Ry .

a) U €]0,1],donc —InU > 0. Pour z < 0, P(—InU < ) = 0. Pour z > 0, P(—InU <
) =PUZze™®)=1—¢e"".

-ImU < £(1).|

b) On a Ry = AJFLY avec A = Xy + Sp_1 <= y(t+ k—1) (par 7b, ou A = X; si
k=1).Y, — ’y(lS est indépendante de A, fonction de (X, Y7,...,Ys_1) (lemme
des coalitions). Par 5e) aveca =t+k —1et =1, R;; alaloi de Jiip—11. Or

L(t+k—1)0(1
B(t+k—11)= ( r(t+13)( = t+1171‘

th,k (Z) = (t +k— 1)Zt+k_2 (Z 6]03 1[)7 0 sinon.

c) Soita=t+k—-—1>0etV = Ul/a €]0,1]. Pour z € [0,1], P(V < z) = P(Uy, <

2%) = 2. De plus, Fy(z) =0 pour z < 0 et Fyy(z) =1 pour z > 1. Pour z €]0, 1],
F{,(2) = az®"1. V admet donc la méme densité que Ry ; elles ont méme fonction
de répartition.

Ry et U;/(Hk*l) ont méme loi.

d) Parc)eta),In Ry alaloide t+k InUiq = H%k(— In Ug41), donc celle de —};:kl

(méme fonction appliquée & deux variables de méme loi £(1)). Dans 8b), les variables
InRiq1,...,In Ry, In X;y,, sont mutuellement indépendantes : les Ry k le sont, et
Xi4n est indépendante de (X¢,Y7,...,Y,). Les variables —%, . —m,ln Xtin

le sont aussi (hypothése de la partie). Par le fait rappelé et 8b), In X; a la loi de
— P ML 4 Xy, Enfin, P20 gy = hy et dyy — v = In(t +n) — hy, donc

n—1
1 Xiin
Z k+ 1 +In (t —t'jrn) +dn,t_'7 = hn—l—lnXt+n—ln(t+n)+ln(t+n)—hn = lIlXt+n.

(= Yit1 Xt
In(X;) alaloi d _—— 1 - dnt — 7.
n(X;) a la loi eg::()(k‘Jrl t+k>+n(t+n>+ =

10. Espérance et variance de In(X;).

Deux variables de méme loi ont méme espérance et méme variance. On applique ceci a

9d), avec E(Yy+1) = V(Yi41) =1, et on note Z,, = In (Xf;;l") Par linéarité :

¥(t) = E(In X3) :Z<k‘+1 t41—k>+E( Zn) +dnt —

6
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Pour n > 1 — ¢, 3c) donne _t—m%l < E(Z,) €0, donc E(Z,,) — 0 par le théoreme
d’encadrement. Par 1c), d,,+ — 0. La somme partielle converge donc vers 1 (t) + 7.

Les variables Y7, ...,Y,, X3+, sont mutuellement indépendantes. La variance d’une
somme de variables indépendantes est la somme des variances, donc

P (t) =V(InX;) = Z

V(Z,).
t—l—k )

Pour n > 2 — ¢, par 3c), 0 < V(Z,) < E(Z2) < (tafff”Q))Q — 0.

E+1

E(lnX)—i/J(t)——’YJrio(l_l) V<1nX):¢’(t):§#
k=0 t+k)’ k=0 (t+k)>

11. Comportement de ¢ en +oo.

Par 2b), ¥(t) — Int = E(lnXy) — Int = E(ln%). Par 3c), pour t > 1, —t_% <
¥(t) —Int < 0. Par le théoréeme d’encadrement :

lim (¢(t) —Int) =0.

t——+00

12. Estimation de p.

Comme W =U'Y# ona —InW = l(— InU). Par 9a) et la transformation affine d’une
variable & densité, —InW — E(u), d esperance L ot de variance u2' Presque stirement,
W; €]0, 1], donc > In W; < 0. Ainsi G, = Zfﬂ W est une fonction de ’échantillon
qui ne dépend pas de p :

‘Gp est un estimateur de . ‘

Biais. Les p(—InW;) sont indépendantes de loi £(1) = ~(1). Par stabilité des lois
gamma, Z = pY b (—InW;) < y(p), et G, = B Par 3a) (p > 1) :

- 1N\ pu
B(Gy) = miE () = 225

m

G) est biaisé : E(Gp) — p = Pt

Convergence. Les — In W; sont indépendantes, de méme loi, d’ esperance u L ot de variance

finie. Par la loi faible des grands nombres, L, = 1 Z (= InW;) 5 ﬁ. La fonction

T — 5 est continue sur ]0 —|—oo[ et L, > 0 presque surement. Par composition par une

fonction continue, G, = = L5 T8
P

’Gp est un estimateur convergent de p. ‘

13. Simulation.

a) Soit A > 0 et R la variable simulée par rd.random(), de loi uniforme sur [0, 1[. V =
1 — R suit la loi uniforme sur |0,1] : pour z € [0,1], P(V < z)=P(R>1—2x) = x.
Par 9a), —InV < £(1). Pour z > 0, P (—ln—v a:) =P(—InV < \z) =1—e
et cette probabilité est nulle pour z < 0.

’x_simulee(lam) simule la loi exponentielle £(N). ‘
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b) On somme n simulations indépendantes de la loi £(1) = (1). Par stabilité des lois
gamma, la somme suit la loi y(n).
def g(n):
s =0
for i in range(n):
s = s + x_simulee(1)
return s

c) m(p) renvoie une réalisation de XL,,’ ou X, = E1 + -+ + E, est une somme de p

variables indépendantes de loi £(1). C’est aussi une réalisation de G, pour pu =1,
car alors —InW; — £(1). Par 12, le converge en probabilité vers 1 : pour tout

s>0,P(‘XLp—1‘>e)—>0.

‘Pour p grand, les valeurs renvoyées par m(p) sont proches de 1.

Partie I1II — Quelques propriétés de la fonction I'

Partie III — Formules de Wilks, de Legendre et de Stirling

Les notations sont celles des parties précédentes.

Corrigé — Partie III.
14. Premiére application : les formules de Wilks et Legendre.

a) On sépare dans le membre de gauche les indices pairs k = 2j et impairs k = 25 + 1,

pour 0 < 7 < n— 1. Comme ﬁ = z et t+2j+1 = i%ﬂ,, on obtient
2 2
2n—1 —
9 Z( 1 _ak+1> Z 2 agjy1 Gg542
o \k+1 t+k = 2]—!—1 2j+2 i Y4/

2 2 _ 1 1 1 - 1 2 _ 1
Orsgtogm =57t 1 T2 <2j+1 2j+2)’ car 5575 = 31

2n—1
< 1

_ n—1
gyt G2k 1 A2k+2
2 - - —
S () - (e ) 2 (- )
z::<2k+1 2k+2)

b) On a hgy = 332} 0 2k+1 + Y050 0 2k+2 et 3T, 0 2k+2 = lhn' Donc wp, = han — %hn -
in
2/

]wn:hzn—hn.\

Ainsi w, = yon, + In(2n) — v, —Inn = y9,, — v, +In2, et y2, — v, — v —v =0 par
1b).

lim w, =In2.
n—-4o0o
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c) Onpose M =2InX; et N =1In Xt +1In Xt+1 variables & densité (5a et théoreme

de convolution). Pour tout n, on con81dere comme en 8b), une variable Xy o, —
~(t + 2n) indépendante de (X%,X@,Yl, ooy Yo).
2

Ecriture de M. Par 9d) au rang 2n, In X; a la loi de — 2’;61 };’fﬁ; + In Xy49,. En

effet, comme on 1’a vu en 9d), les termes constants se compensent. En multipliant
par 2 et en séparant les indices pairs et impairs comme en a) (avec ax = Yy), M a
la loi de

— Yopio

—1
L' +2InX h L _ 5 Y
n t+2n, ou n t+1 + k'
2

t
i3tk

k=0

Ecriture de N. On pose Sy = Zle Yoi—1 et S = Zle Yoi. (Yai—1); et (Y2;); sont

deux suites i.i.d. de loi £(1). On note Ry = ~L2 0kt o gy = XentSi, p
eux suites 1.1.d. de lo1 . I note i, = Xt/2+s;c k= X(t+1)/2+sl/c, . ar
7a) :

N=Ly+P,, Ly=)» WmR+Y IR,  P,= In(X: +8,) +In(X e +57).

Par les résultats de 8 et 9 appliqués a X;/; et a la suite (Y2,-1), les R} sont

_ Yop

mutuellement indépendantes, et In R)_; a la loi de —= Al De méme, les R} sont
2

mutuellement indépendantes, et In Ry, | a la loi de — tYf{“fk Les deux familles sont

indépendantes (lemme des coalitions) : les R}, sont fonctlons de (X; /2, Y1, Y3, .. ),
et les R de (X(¢41)2, Y2, Y4, ...). Enfin, Xt+2n est indépendante de L,, et de L.
Par le fait rappelé en partie II, L,, + 2In X; 49, et L, + 2In X;; 9, ont méme loi.
Donc M a la loi de

Lp+2In X400 = N — Py +2In Xyqon = N + Ay + By + Cpy + up,

avec

Xi—i-S;L X@—FSZ X
+2n
An:—h’l<§<kn/>, Bn:_ln<t+jl+n>’ Cn:21n<>,

un:2ln(t—|—2n)—ln<;+n> —ln<t+21—i—n>
1 4(t + 2n)? _ln(4(t+2n))
N (t+2n)(t+2n+1)) “\t+2n+1)°

Convergences. Par Tb), Xy + S;, < 7 (4 +n). La probabilit¢ P(|4,| > ) ne

dépend que de cette loi ; par 3d) appliquée & %, elle tend vers 0. De méme pour

2
B, (3d avec ). Pour C), : P(|Cy| > ¢) = ]P’( ),fr;f

extraite de la suite de 3d), donc tend vers 0. Les variables A,,, B, C, sont a densité,
et up, — In4 = 21In 2. Par la question 4, M a la loi de N +21n2.

In

> %), qui est une suite

2In(X;) a la méme loi que In(X

)+ 1In(Xt41) +2In2.
2

t
2

d) Avec t = 2s, la question c) donne : 2In X5 a la loi de In Xs +In X 1 +2In2,
2
ou X et X, 1 sont indépendantes. Soit r > 0. Si deux variables Z et Z' ont
2
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méme loi, alors €2 et ¢"Z" aussi : pour y >0, Pe? <y =P (Z < IL) Or

r
627‘1nX25 — (X28)2T et er(lnX5+lnX5+1/2+2ln2) — 22T(XS)T‘(XS+1)T"
2

(X24)*" et 277 (X,)" (XSJF%)T ont méme loi.

e) Pour a > 0 et r > 0, par le théoreme de transfert, E(X]) =
F(la) St lemr dy = F(Fa(:)r ) (intégrale convergente). On prend s = 3 dans
d). X1/ et X1 sont indépendantes, donc X7 /o €t X7 aussi. Deux variables de méme

loi ont méme espérance, d’ou

r(r+1)
D(2r +1) = E(X7") = 2"E(X] ) E(X]) = 2%

r(3)
Avee T(2r +1) = 2rT(2r), T(r+1) = rD(r) et T (}) = v/, on obtient 2rT(2r)y/7 =
22 D(r)T (7 + 3).

I'(r+1).

92 =17 (p)T (7« + ;) =T(2r)V/7.

15. Deuxiéme application : la formule de Stirling.

_ 1

1 1
a) POUI”U/>O,U(T+1):E Py

En élevant au carré :

1 1 1 2 1 1 2 2

u2(u+1)2:u2+(u+1)2 u(u+ 1) ﬁjL(u—i—l)2 u+u+1'

la=1, b=1, c=-2, d=2|

Avecu=t+ ket N € N, on somme :

N N N+1
3 1 :Zl+zl_2(1_1>
R+ R+ 1) S (k)2 o (E+k)? t t+N+1)’

car la derniere somme est télescopique. Quand N — 400, par 10, le membre de droite
tend vers ' (t) + (1//(t) — 1%2) — 2. La série converge donc, et 3 310 m =
V() = g5 — ¢

w’(t)—1+i+l+§ !
202 2= (t+ k)2t +k+1)%

Tt

b) On applique 'encadrement admis & v = ¢ + k, puis on somme pour 0 < k < N. Les
sommes sont télescopiques :

N
1 1 1 1
By 1\3 133 <Z 2 2
3\(t+17)? (E+N+1+4) (t+k)2(t+k+1)

10
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d)

On fait tendre N vers +oo et on utilise a) :

1 1 1 1 1
1 <

On pose ¢1(t) = ¢(t) —Int + 3 + ﬁ et pa(t) = ¢(t) —Int + & + ——L5. Ces
fonctions sont dérivables sur |0, +ool, avec

1 1 1 1 1 1
613 : 2 T\ = 0
t 2% 6(t+ 1p)
Par 11, ¢ et @9 tendent vers 0 en +00. ¢ est décroissante de limite 0, donc ¢ = 0
; 2 est croissante de limite 0, donc 9 < 0.

1 1 1 1
Int— — — —— <Pt) <Int— — — —————
2t 122 2t 12(t+ 14)
Ainsi % — 1, car % — 0, et ty'(t) — 1 par le premier encadrement multiplié
par t.
1
E(ln X;) et Int, V(ln X3) oo T
[ est strictement positive et de classe C! sur 0, +oc[, et (InT) = & =4. U
primitive de z — 1(z) —Inz + 5- est z » InT(2z) —zlnz + 2 + § lnx 146" ) ol

l'on note ¢(x) = In <zr(f)>

~Ze—

/ty (1/)(95) —Inz+ 211') dz =1In <yy (ée) y) —n <ttF§;)t> .

Soit g(z) = 1(z) —Inz + 5-. Par b), 0 < —g(z) < ﬁ pour z > 0. L’intégrale

Jree ;}g converge (t > 0) Par comparaison de fonctions positives, [;" g(z)dx
converge. Donc £(y) = £(t) + [ g(x) dz admet une limite finie quand y — +oc.

+oo
6= lim In (F(ly)> existe et vaut £(t) +/ g(x) dx.
Y t

y—+00 Y~=32e"Y

Pour x > 0, on écrit I'(y) = ee(y)yy_%e_y dans la formule 14e) avec r = x :

22171€€(x)+8(x+%)xx—% (x n %)1767295—% _ ﬁeé(Zx) 221‘7%1,2.’177%6*21"
N . . . s 1\* 1\ %
Apres simplification, et avec l'identité z* = (w + 5) (1 + ﬂ)

@) +(z+3)—0(2x) _ \/ﬂe% S — Vore 1 (1 N 1 )-x.
Or (1 + ﬁ)_x = exp (—xln (1 + %)) et x1n (1 + ﬁ) — 4, carIn(l1+h) ~hen
0. Le membre de droite tend donc vers v/2m. Par ¢), £(z), £(z + 1) et £(2z) tendent
vers 6 ; le membre de gauche tend vers e’ par continuité de I’exponentielle.

e = V2.
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