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EDHEC

Mathématiques approfondies

Corrigé du sujet adapté — 2011

Les questions et sous-questions conservent la numérotation de 1’énoncé adapté.

Exercice 1

Exercice 1 — Polynome annulateur ayant 1 pour racine simple

u€ L(E),dimE =n, Q(u) =0avec Q(X) = (X-1)Q1(X) et Q1(1) # 0; By = Ker(u—I1d).

Corrigé — Exercice 1.

1. Image de u — Id.
Deux polynémes en u commutent ; comme Q(X) = Q1(X)(X —1),ona Q1 (u)o(u—Id) =
Q(u) = 0. Soit y € Im(u — Id) : il existe z € E tel que y = (u — Id)(x), et alors
Q1(w)(y) = Q(u)(z) = 0.

Im(u — Id) C Ker(Q1(u)).

2. Le sous-espace Fj.

a) Soit x € F; : u(r) =, donc, par une récurrence immédiate, u*(z) = = pour tout
k € N. En écrivant Q1(X) = >7_, bp X" :

Qi(w)(@) = Y b () = (3 e
k=0 k=0

Vo € By, Qu(u)(2) = Qu(1) =]

b) Siz € Ey NKer(Q1(u)), alors, par a), 0 = Q1(u)(x) = Q1(1)z. Comme Q1(1) # 0,
on obtient x = Op. L’inclusion réciproque est claire.

E1 NnKer(Q1(u)) = {0g}.

c) Par le théoreme du rang appliqué & u — Id, dimIm(u — Id) = n — dim E;. Par la
question 1, dim Ker(Q1(u)) > n — dim E;. Par b), la somme E; + Ker(Q1(u)) est
directe, donc

dim (E; @ Ker(Q1(u))) = dim £y 4+ dim Ker(Q1(u)) > n.

Ce sous-espace de E est donc de dimension n : il est égal a F.

E=FE & Ker(Ql(u)).
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3. Caractérisation de Q;(u) = 0.
Si Q1(u) =0, alors Ker(Q1(u)) = E, et 2b) donne Ey = E1 N E ={0g} : 1 n’est pas
valeur propre de wu.

Réciproquement, si 1 n’est pas valeur propre de u, alors E; = {Og}, et 2c¢) donne
E = Ker(Q1(u)), c’est-a-dire Q1(u) = 0.

|Q1(u) =0 <= 1¢Sp(u).|

4. Cas Q(X) = (X —1)(X +1)%, dim E = 3.
Iei Q1(X) = (X +1)% et Q1(1) =4 #0. Par 2¢), E = Ey & F avec F = Ker((u + 1d)?).

e Sidim E; = 3, alors F4 = F, donc u = Id, dont la matrice dans toute base est I3 :
u est diagonalisable.

e SidimFE; = 2, alors dimF = 3 — 2 = 1. Le sous-espace F' est stable par u : si
z € F, (u+1d)?(u(z)) = u((u+ Id)%*(x)) = 0. Soit e3 un vecteur non nul de F
: F' = Vect(e3) et u(ez) € F, donc il existe u € R tel que u(e3) = pes. Alors
0= (u+Id)%(e3) = (n+1)%e3, d'ott p = —1. Si (e1, e2) est une base de Ey, la famille
(e1,e2,e3) est une base de FE (somme directe), formée de vecteurs propres de u, et

0
0
-1

O = O

1
Mat(el,ez,eg)(u) =10
0

Si dim E1 > 2, u est diagonalisable.

Exercice 2

Exercice 2 — Reconstitution de paires

Urne de 2n boules (numéros 1 a n, chacun deux fois) ; tirages simultanés de deux boules ;
T; : nombre de tirages nécessaires pour reconstituer ¢ paires.

Corrigé — Exercice 2.
1. Loi de T;.

a) Lors d’un tirage dans une urne contenant 2m boules (m numéros, chacun deux fois),
les (272”) = m(2m — 1) paires de boules sont équiprobables, et exactement m d’entre
elles portent deux fois le méme numéro. La probabilité de reconstituer une paire

vaut donc
m 1

m@2m—1) 2m—1
Tant qu’aucune paire n’est reconstituée, la composition de 'urne ne change pas

(m = n). Notons A; I'événement « une paire est reconstituée au j-ieme tirage
». Pour k € N* [Th = k] = Ay N -+ N Ag_1 N Ay, et la formule des probabilités
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composées donne, avec p = 51— €]0,1[ (car n > 2) :

_ o2n —2\F1 1
PT=H=(1-p"= (57)

b) L’espérance d’une loi géométrique de parameétre p vaut %.

[E(Ty) =2n—1.]

2. Simulation de 7.

Les variables a (uniforme sur [1,n]) et b (uniforme sur [1,2n — 1]) sont indépendantes,

donc .
= n 2n—1 2n-—1

I'événement [a = b] simule la reconstitution d’une paire. On recommence tant que a # b,
en comptant les tirages dans t.
import numpy.random as rd

def simulTi(n):
a = rd.randint(1, n + 1)
b = rd.randint (1, 2%*n)
t =1
while a != b:
a = rd.randint(1, n + 1)

b = rd.randint (1, 2%*n)
t=t+1
return t

La condition a compléter est a != b.

3. Les variables Xj.

a) T; —T;— est le nombre de tirages effectués apres la reconstitution de la (i — 1)-iéme
paire, jusqu’a la reconstitution de la i-iéme (incluse).

X; est le nombre de tirages nécessaires pour passer de ¢ — 1 a ¢ paires
reconstituées.

b) Pour i = 1, c’est la question 1. Soit i € [2,n]. Apres la reconstitution de i — 1
paires, 'urne contient 2(n — ¢ + 1) boules (n — i + 1 numéros, chacun deux fois), et
cette composition reste inchangée jusqu’a la reconstitution suivante. Par le calcul
de 1a) avec m = n — i + 1, chaque tirage reconstitue une paire avec la probabilité
p; = m Comme en la), pour tout j > i — 1 tel que P(T;—; = j) > 0 et tout
ke N*:

IP)[Tz'71=j] (Xi=k)=(1 _pz’)kilpz‘-
Par la formule des probabilités totales appliquée au systeme complet d’événements
([Tifl = j])j>i_1 :

P(Xi=k)= > P(Tie1=j)(1—p)* 'pi=(1-p)" 'ps.

jzi—1
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1

vie[Ln], X qg(

2n — 21+ 1

).

E(X;) =2n—2i + 1.

c) Par télescopage, T, = X1 + > i

n

> (@n—-2i+1)=

i=1

E(Tn) =

(Pour i = n, p, =1 et X,, = 1 presque siirement.)

2(Tz‘ - Tz‘—l) =

espérance, donc T,, aussi, et par linéarité, avec k=n—1i+1 :

Zn: 2k — 1)

4. Le nombre S,, de paires en n tirages.

a) [S

1 X;. Chaque X; admet une

n(n—l—l)
T_

» = 0] signifie qu’aucune paire n’est reconstituée lors des n premiers tirages, soit

Par continuité de ’exponentielle :

[Syp, = 0] = [T1 > n]. Par la) :
P(S,=0)=P(Th >n)=(1—-p)".
2n — 2\"
P(S,=0) = (5 )
b) OnalnIP’(SnZO):nln<1—2n ) Comme 52— — 0 et In(1 +U)U:OUZ
nln(l— ! ) __n —>—1
2n—1) notoo 2n—1 notoo 2

lim P(S,

n——+oo

—0) =

e_1/2.

. La fonction mystere.

2m 1

c) [Sp = n] signifie que chacun des n tirages reconstitue une paire. Si les k — 1 premiers
tirages ont tous reconstitué une paire, l'urne contient 2(n — k + 1) boules au k-iéme

tirage, et ce tirage reconstitue une paire avec la probabilité m Par la
formule des probabilités composées :
P(S ) H 1 ﬁ 1
n — n)= = —_—
2 —k+1) -1 142j—1
, (2n)! (2n)!
O 27 —1 = .
R ACT AT
nl 2"
P(S, =n)=
(Sn=n) = G

La variable m contient le nombre de numéros dont les deux boules sont encore dans
'urne (I'urne contient 2m boules), et z le nombre de paires reconstituées. A chacun des
n passages dans la boucle, comme en question 2, I’événement [a = b] a pour probabilité
qui est la probabilité de reconstituer une paire dans une urne de 2m boules. Dans
ce cas, on augmente z de 1 et on retire la paire (m diminue de 1). On a toujours m > 1
lors d’un tirage, car m = 0 exige z = n, ce qui ne peut se produire qu’au n-ieme tirage.

mystere(n) simule n tirages selon le protocole et renvoie une réalisation de S,.
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Exercice 3

Exercice 3 — Polynomes de Laguerre

(P,Q) = [{"° P()Q(t)e ! dt sur R,[X].

Corrigé — Exercice 3.

1. Convergence.
La fonction t — P(t)Q(t)e™" est continue sur [0, +oo[. Comme PQ est un polyndme,
2P)Q(t)e " ?) 0 par croissances comparées : il existe A > 1 tel que, pour t > A,
—+00
|P(t)Q(t)e™!| < %. L'intégrale [ f—g converge (Riemann), donc, par comparaison de
fonctions positives, [ |P(t)Q(t)|e™t dt converge.

+oo
P(t)Q(t)e™" dt converge (absolument).

0

2. Une relation de dérivation.

a) Soit A > 0. On intégre par parties sur le segment [0, A] avec f = PQ, de classe C!,
ff=PQ+PQ etv:trs et declasse C!, v/(t) = —e 7 :

A A A
| (Pwewm + PeQ @)t a = [Poewe] + [ PO d
0 0 0

Le crochet vaut P(A)Q(A)e™ — P(0)Q(0), et P(A)Q(A)e™4 . 0 par crois-

sances comparées. Toutes les intégrales convergent par 1 (P/,Q" € R,[X]). En
faisant tendre A vers +oo :

(P,Q) +(P,Q) = (P,Q) — P0)Q(0).

b) On applique a) avec Q = P : 2(P’, P) = ||P||> — P(0)?. Comme P n’est pas constant,
deg P’ = deg P — 1 < deg P, donc (P, P) = 0 par hypothése. Ainsi P(0)? = || P>

1P©)] = 1P|

3. Existence et unicité de la famille (Lg,...,Ly,).

a) On a Ly = My = 1. Soit k € [1,n]. La famille (Lg,...,Lg_1) est orthonormale,
donc libre ; elle est formée de k polynomes de Ry _1[X], qui est de dimension & : c’est
une base de Ry_1[X]. Comme Lj est orthogonal a Lo, ..., Li_1, il est orthogonal
a Ry_1[X]. Ainsi Ly € Fy, ou F) désigne 'orthogonal de Ry_1[X] dans l'espace
euclidien R;[X], de dimension (k + 1) — k = 1. Comme Ly, # 0, F}, = Vect(Ly). Le
méme raisonnement donne My, € F}, donc My = aLj avec a € R. En évaluant en 0
1= Mk(O) = aLk(O) = Q.

\wc elo,n], L= Mk.\

b) i) Par construction de Gram-Schmidt, (Py,..., P,) est orthonormale et, pour
tout k, Vect(Py, ..., Py) = Vect(1,..., X*) = Ry[X]. On a Py = ﬁ =1, car

at
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112 = [;7°e*dt =1 ; donc Py(0) = 1 # 0. Soit k > 1. Py est orthogonal &
Py,...,Px_1, donc a Rg_1[X]. Ainsi P ¢ Ry_1[X] (sinon il serait orthogonal
a lui-méme, donc nul), et deg P, = k > 1. Le polynéme Py est donc non
constant et orthogonal & tout polynéme de degré strictement inférieur : par 2b),
[ PL(0)] = [|Pell = 1.

Wk €[0,n], Py(0) #0 (P(0) = +1).]

P,

ii) On pose Ly = Pi(k()) = +Pg. Alors Lo =1, deg L, = k, Li(0) = 1, et la famille
k

(Lo, ..., Ly) est orthonormale (les produits scalaires sont ceux des Py, au signe

pres). Elle comporte n + 1 = dim R, [X] vecteurs : ¢’est une base orthonormale.

Py
P;,(0)

Ly = (0 < k < n) définit une famille vérifiant R.

c) Par b) et a), il existe une unique famille vérifiant R. On utilise [;"* tFe ™ dt =
I(k+1) =k
On écrit Ly =14 aX (car L1(0) = 1). La condition (L;, Ly) = 0 donne 1 +a = 0,
donc L1 = 1 — X ; on vérifie que || L1]? = [;"™ (1 -2t + t})etdt =1-2+2 = 1.
On écrit Ly =1+ aX + bX?. Comme X = Lo — Ly, Ly est orthogonal & 1 et & X :

(L2,1) =1+4+a+2b=0, (L2, X)=1+2a+6b=0.

La premieére équation donne a = —1 — 2b, puis la seconde —1+2b=0:b= % et
a = —2. On vérifie que || Lo||?> = [;F> (1 — 4t + 5t% — 213 + %) e tdt=1-4+10—
12+6 =1.

2

X
Li=1-X, Ly=1-2X+ .

Probléme

Partie I — La loi exponentielle

Partie I — Maximum de variables exponentielles

(Xg) ii.d. de loi E(N), M,, = max(Xy,...,X,), g(z) = e Pexp(—e™™).

Corrigé — Partie 1.
1. La densité g.

a) g est continue sur R et positive. La fonction ® : 2 + exp(—e~?) est de classe C!
sur R, avec ®'(z) = e " exp(—e*) = g(z). Pour A < B, fABg = ®(B) — ®(A). Or
eB ——— 0, donc ®(B) — 1, et e ——— +o0, donc ®(A) — 0. L’intégrale

B—+o0 A——o00
+oo

_ oo g converge et vaut 1.

‘ g est une densité de probabilité. ‘

6
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b) Pour z € R, Fg(z) = [T g = P(x) — lima_oo P(A).

Vr € R, Fg(x)=exp(—e ).

2. Convergence en loi.

a) Pour z € R, [M,, < z] = N;—1[Xk < z], donc, par indépendance, Fyy, () = P(X; <

Fu, () =0 (z<0), Fu,(z) = (1 —e )" (2 >0).

b) Soit z € R. Comme A > 0, Fy, (z) = ]P’(Mn < w> Pour n > e, on a
x+1nn > 0, donc

Fy,(z) = (1 —e @ 0m)" = (1 - e:f)" = exp (nln (1 — e::>> .

Comme <= — 0 et In(1 + v) ~, v, nin (1 — %) ~ —e " et cette quantité tend
v—

vers —e~ 7. Par continuité de l'exponentielle, Fy, (x) — exp(—e™?*) = Fg(x), et ce
pour tout réel xz. Par définition de la convergence en loi :

U, % G, ou G a pour fonction de répartition z — exp(—e™ ).
n—-+0oo

Partie IT — La loi normale

Partie IT — Maximum de variables normales

(X%) ii.d. de loi N(0,1), ¢(z) = \/%e_ﬁ/? ; on note s, = /21In(n) pour n > 2

Corrigé — Partie II.
1. Encadrement de P(X; > x).

a) Soit z > 0. Pour u > x, 0 < ( ) < £ W et [ ¢ converge (i est une densité).

Par comparaison de fonctions p051tives I +°° ‘p( ) du converge.
Soit A > x. Comme ¢'(u) = —up(u), on 1ntegre par parties sur le segment [z, A
avec f:u 1 declasse C!, f/(u) = —2, et h = —¢, de classe C', h/(u) = up(u) :
A A A
/ du—/f )/ ( )du_[‘p(“] —/ o),
T u T T u
p(x)  o(A) p(u)
- A du.
x A . uZ Y
Comme Ef) A—> 0, on fait tendre A vers 400 :

P(X; >zx) = /:OO o(u) du = plw) _ /:OO plu) du.
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b) L’intégrale [ %du est positive, et elle est majorée par x%f;"o o(u)du =

w. Avec a) :

o) Bz 0) g 0]

SR T sz ey () P(X1>x)
L’inégalité de gauche s’écrit == < P(X1 > x) + ——5—.

P(X1>$)<()OEL.Z.)<P(X1>I')<1—|—;2>.

2. Définition de z,,.

Soit h : z — @ sur ]0, +oo[. Elle est de classe C', et
/ _ 2
o) - 2@ —pla) (L a)(o)

x2 2

h est continue et strictement décroissante sur |0, +oo[, avec lim,_,o+ h(x) = +oo (car
©(0) > 0) et limy—, 4o h(x) = 0. Par le théoreme de la bijection, h réalise une bijection
de ]0, +o0] sur 0, +-00[. Comme * €0, 4-o0] :

x c
w = — admet une unique solution z,, € ]0, +o0].
x n

I’équation

3. Limite de z,,.

Onaz, =h"'(£), et h~! est strictement décroissante, comme h. La suite (£) étant
décroissante, (z,,) est croissante. Si elle était majorée par un réel B > 0, on aurait, par
[

décroissance de h, & = h(x,) > h(B) > 0 pour tout n, ce qui contredit ;= — 0. Par le

n
théoréeme de la limite monotone, la suite croissante et non majorée (z,) tend vers +oc.

lim =z, = +oo.
n—4o0o

4. Equation vérifiée par z,.
e—a:%/Q

Ona — = E, avec des membres strictement positifs. En prenant le logarithme :
V21 xy
x2 1
—?" ~3 In(27) — In(x,) = In(c) — In(n).

En multipliant par —2 : 22 + 2In(z,,) = 2In(n) — In(27) — In(c?).

22 4 21In(z,) = 2In(n) — In(2¢%7).

5. Equivalent de z,.

% — 0 par croissances comparées, donc x2 + 2In(z,) =
x? (1 + %g”)) ~ z2. De méme, 2In(n) — In(2¢?7) ~ 2In(n). Ainsi ﬁ’%n) — 1, et, par
Tn

continuité de la racine carrée, —1
v 2In(n)

Comme z,, — —+o00,

Tn | o~ 21n(n).
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1—0.

Pour n > 2, on pose €1(n) = z, — \/2In(n). Alors \/8211(:()”) = \/2961?1(n) —

zn =1/2In(n) +e1(n), ngﬁloozll(r?()m =0

6. Terme suivant.

a) Pourn > 2, z, = s,+e1(n), avec s2 = 2In(n), donc 22 = 21In(n)+2s,e1(n)+¢e1(n)%.
Commel—l—%:):i—:>0:
21n(z,) = e1(n) _ _
n(z,) =2In(s,)+2In (1 4+ ——= ), 2In(sy) =In(2In(n)) = In2+1In(In(n)).
Sn

On reporte dans la relation de la question 4, et on simplifie 21n(n) :

61(71)

Sn

2spe1(n) +1(n)? 4 21n <1 + > = —In(In(n)) — In2 — In(27c?).

2y/21In(n) e1(n) + (e1(n))* + 21n (1 + m> = —In(In(n)) — In(4nc?).

b) On note w, = a0 et Y(w) = I+w) Hour w €] — 1,0[U]0, +oo], avec

Sn, w

¥ (0) = 1 ; 1 est continue en 0, car In(1 + w) ~, W On a 2In(1 + wy,) =
w—

2wpp(wy) = Z1v(wn) * qone le membre de gauche de a) s’écrit

Sn
wy | P(wy) wn |, Y(wn)
o) (15 ), )
n

Le membre de droite vaut —In(In(n)) (1 + lllrll((ﬁzf)))) ~ —In(In(n)), car In(In(n)) —

+00. Pour n assez grand, la parenthese de gauche est non nulle, et le quotient de
2spe1(n) par —In(In(n)) tend vers 1.

2¢1(n)y/2In(n) ~ —In(In(n)).

n—-+0o

Pour n > 2, on pose g2(n) = e1(n) + n(nm) pour n > 3, In(In(n)) > 0 et

28n

25, 28,21(n)
In(In(n))  In(In(n)) n—+o00

e2(n) —14+1=0.

In(In(n)) ) 2y/21n(n)
= ———=2 +e2(n), lim eg(n)———= =0.
e1(n) 2y/21In(n) 2(n) n—s+o00 2(n) In(In(n))
7. Convergence en loi de M’éi;b".
On fixe z € R et ¢ = e %, de sorte que In(c) = —x ; x, et e(n) sont associés a cette
valeur de c¢. On note ¥y, = apx + by,.
a) Par le résultat admis, avec —% = & =anl:
In(1 In(4
2, =8, — n( H(n)) _ Il( 7T) +anx+€(n) _ bn+anm—|—5(n).

2sy, 2sp,

‘anaﬂ-bn :xn—s(n).‘
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particulier, y,, — +o00, et y, > 0 pour n assez grand. Ensuite,

Pl _ o (96% - y%) — exp (é(n)(wn + yn)> ,

2 2

avec e(n)(zn +yn) = e(n)sy -

de I'exponentielle, £¥2) 5 1. Ainsi
@(In)

2zn—e(n)
Sn

en) _ eyn) o pln) @lzn) _ c

Yn (P(xn) Yn Tn Tn n’

o(anx + by) e ®

anx +b, n—otoo n

en)/yn 1 L

1< <
P(X1 > yn) Yp nortoo

Par le théoreme d’encadrement :

o(anx + by)
an® + bn n—+o00 P(Xl > Gn® + bn)

Comme a,, > 0, par indépendance des Xy, :

an

In(1—pyp)
~Pn v—0

My —bn
Qn

Par définition de la convergence en loi :

Or nln(1 — p,) = —npy, -
de 'exponentielle, ]P’(

(Mn —bn

) converge en loi vers G.
(79} n>2

10

b) Comme e(n)s, — 0 et s, — +o0, on a e(n) — 0, d'ott £* =1 —

On note p, = P(X; > y,) €]0,1[. Par b), p, %, donc p, — 0 et np, — e~ ~.

G. Bignon

) 1. En

Tn

— 0x 2 =0, par la question 5. Par continuité

c) Pour n assez grand, y, > 0, et la question 1b) donne, puisque P(X; > y,) > 0 :

xT

Mn - bn
P ( < :U> =P(M, <yn) =P(X1 <yn)" =1 —pn)" =exp(nln(l —p,)).

— —e * x 1, car In(1 +v) ~ v. Par continuité

< x) — exp(—e™*) = Fg(z), et ce pour tout réel z.



