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ESSEC

Mathématiques approfondies

Corrigé du sujet adapté — 2011

Les questions et sous-questions conservent la numérotation de 1’énoncé adapté.

Partie I — Préliminaires

Partie I — Centre et commutant

E de dimension finien > 1, C(U) ={v € L(E) |Yu € U, uov =vou}, Rlu]| = {P(u), P €
RIX]}.

Corrigé — Partie 1.

1. C(U) est un sous-espace vectoriel de dimension > 1.

CU)CL(E)et 0 C(U), car uo0=0=0o0wu pour tout u € U. Soient v,w € C(U)
et A € R. Pour tout u € U, par linéarité de u,

uo (A4 w)=Auov+uow=Avou+wou=(\v+w)ou,

donc Av +w € C(U). Enfin, idg € C(U), car uoidg = u = idg o u, et idg # 0 puisque
E # {0}. Donc C(U) contient la famille libre (idg).

‘C(U) est un sous-espace vectoriel de L(F) et dimC(U) > 1. ‘

2. R[u] € C(u).
k k+1 k

Par récurrence immédiate, u o u* = uf*! = u¥ o u pour tout k € N (avec u’ = idg).
Soit P = Y"¢_,a,X*. Par linéarité de u,

d d
uoP(u):Zakuouk:Zakukou:P(u)ou.
k=0 k=0

Ru] C C(u).

3. Stabilité des espaces propres.
Soit x € E)(u), c’est-a-dire u(x) = Axz. Comme uov = vowu et v est linéaire :
u(o(@)) = v(u(@)) = v(Ar) = Xo(a),

donc v(z) € E)\(u).

v(Ex(u)) C Ex(u).
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Partie II — Etude d’un exemple

Partie II — Un endomorphisme non diagonalisable

B : suites de A telles que 2a,43 + 3an12 — an = 0; 0(2) = 52—, Y(2) = =, 6(2) = =z
; u décale les coeflicients.

Corrigé — Partie II.

Pour f € H, on appelle suite des coefficients de f 1'unique suite (ap)n>0 € A telle que
f(z) = 329 ana™ pour tout = €] — 1, 1] (existence et unicité admises). Rappelons qu'une
série absolument convergente est convergente : pour (a,) € A et z €] —1,1[, la série > a,z”

converge.

4. Quelques propriétés de A.

a) Pour z €] — 1,1, > |z"| = X |z|™ est une série géométrique de raison |z| € [0, 1],
donc convergente.
(1)n>0 €A

b) Comme a,, = o(n®), il existe N > 1 tel que, pour tout n > N, |a,| < n®. Soit
xz €] —1,1[. Si z = 0, la série ) |apz™| n’a qu’un terme non nul et converge. Si
x #0,alors 0 < |z| <1 et, pour n > N,

0 < |apz™| < n’lx|™.

Par croissances comparées, n? - n®|z|" = n*+?|z|” ——— 0, donc n®|z|” = o (%)

n——+o0o n
La série de Riemann # converge, donc, par comparaison de séries a termes
positifs, > n®|z|" converge, puis Y |a,z"| converge.

’an =o0(n®) = (an)n>o0 € A.‘

c) On a a, = 27" — 0, soit a,, = o(n?). Ensuite, ’%" = # — 0, soit 3, = o(n).
Enfin, 23 = EU% 5 0, soit 7, = o(n?). Par b) :

Y n2 T

‘ (an)n>0, (Bn)nz0, (Yn)n>0 € A.‘

5. Premiéres propriétés de H.

a) A est un sous-espace vectoriel de RY. La suite nulle est dans A. Si (ay), (¢,) € A et
A € R, alors pour z €] — 1,1],

0 < |(Aan + cn)z™| < [A[|ana”| + [enz"],

terme général d’une série convergente ; par comparaison, (Aa, + ¢,) € A.

H. La fonction nulle est dans H (coefficients nuls). Si f,g € H ont pour suites
de coefficients (ay) et (cy), et A € R, alors, par linéarité de la somme des séries
convergentes, pour tout z €] — 1, 1],

+o0
Af+9)(x) = Z()\an + cp)z", avec (Aap + ¢p) € A.

n=0
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Donc A\f +g € H.

‘H est un sous-espace vectoriel de I'espace des applications de | — 1, 1] dans R. ‘

Au passage, la suite des coefficients de Af + ¢ est (Aa,, + ¢,), par unicité.

b) Soit 2 €] —1,1[. Comme |3| < 1, la série géométrique donne

1 1 X gn ™= Qp
P@) =3 T = g = 2 5
Comme | —z| < 1, ¢¥(x) = 1_(1_I) = Y e (=12 = 320 Bya™. Enfin, par la
série géométrique dérivée, 729 nt" ! = ﬁ pour [t| <1 ;avect=—x:
“+oo —+00 “+oo
§(x) = n(=1)""2" = > (n+ 1(=1)"2" = > (0 + Bn)a".
n=1 n=0 n=0

Par 4c) et parce que A est un espace vectoriel, (%), (8n) et (v, + Bn) sont dans A.

©,¥,6 € H, de coefficients respectifs i, (—1)", (n+ 1)(—1)".

6. Premieéres propriétés de E.
a) Soit a, = apq™ une suite géométrique (avec la convention ¢ = 1). Pour tout n,
2043 + 3anta — an = aoq"(2¢° + 3¢ — 1) = apq"(2q — 1)(g + 1)*.

Si ag = 0, la suite est nulle, et elle est dans B. Si ag # 0, la relation pour n = 0
impose (2¢ — 1)(¢ + 1)?> = 0, soit ¢ = % ou ¢ = —1. Réciproquement, pour ces
valeurs, la relation est vraie pour tout n, et (ap2™") = ag(ay) et (ag(—1)") = ao(5n)

sont dans A par 4c).

Les suites géométriques de B sont les (ag2™") _ et les (ag(—1)") ap € R.

n=0’

b) () € A par 4c), et, pour tout n € N,
Pts + sz — G = (—1)" (=20 +3) + 3(n+2) —n) = (~1)" -0 = 0.

('771)7120 € B.

¢) B est un sous-espace vectoriel de A : la suite nulle est dans B, et si (a,), (¢,) € B,
A € R, alors (Aa, +¢,) € A et

2(Aan+3 + Cn+3) + 3(Aan+2 + Cn+2) — ()\Cbn + Cn) =X-04+0=0.

Comme en 5a), 0 € E et, si f,g € E ont pour coefficients (a,), (¢,) € B, alors
Af + g a pour coefficients (Aa,, + ¢,,) € B, donc A\f +g € E. Et E C H car B C A.
Enfin, par 5b), les coefficients de ¢, 1, § sont %(an), (Bn) et (vn) + (Bn), qui sont
dans B par a), b) et parce que B est un espace vectoriel.

‘E est un sous-espace vectoriel de H contenant ¢, 1), d. ‘
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7. Caractérisation des éléments de E.

a) Soit z €] —1,1[. Les séries 3" a2, 3" 2™, 3" a, 2™ convergent, et, par linéarité
et décalage d’indice,

3 o _ X m X mo X m
fl@)(z® —=3x—2) = Z Am—3T 3 Z Q1T 2 Z amx™.
m=3 m=1 m=0

On regroupe : le coefficient de 20 est —2ag, celui de 2! est —3ag — 2aq, celui
de 22 est —3a; — 2as, et pour m > 3, celui de 2™ est apm—3 — 3am—1 — 20m =
—(2am + 3am—1 — am—3) = 0 (relation de B au rang n = m — 3). Donc
f(2)(2® = 3z — 2) = —2a0 — (3ap + 2a1)z — (3a; + 2a9) x>
= —ag(2 + 3z) — a1 (22 + 32?) — 2a02°.

Ve €] —1,1[,  f(x)(@® — 3z — 2) +ao(2 + 32) + a1 (22 + 32%) + 2a92° = 0.

b) On a 23 — 3z — 2 = (z + 1)?(x — 2), qui ne s’annule qu'en —1 et 2, donc pas sur
] —1,1[. On pose Q(z) = —ag(2+3z) — a1 (27 + 322) — 2a22?, de degré < 2. Par a) :

Q(z)

3 —3x—2

Ve el - 1,1, f(x)=

Q(z) = —2ap — (3ap + 2a1)x — (3a1 + 2a2)x2.

c) Pour z €] —1,1[, on a

—(x +1)*

(x4 1)(x —2) oz =2
23 —3x —2’

1) = —
3 —3x—2 " () x3 —3x —2

plr) = P(x) =
La famille (X + 1)%, (X 4+ 1)(X —2), X — 2) est libre dans Ry[X] : si a(X +1)% +
b(X +1)(X —2) 4+ ¢(X —2) =0, 'évaluation en 2 donne 9a = 0, puis I'évaluation
en —1 donne —3c¢ =0, d’ot b(X + 1)(X —2) =0 et b = 0. C’est une famille libre
de 3 vecteurs de Ry[X], qui est de dimension 3 : c’est une base. Il existe donc des
réels c1, co, c3 tels que Q = c1(X + 1)2 + (X + 1)(X —2) + c3(X — 2), et alors,
pour tout z €] — 1, 1],

C1\T 2 Co\T xr — C3\T —
flay = ALt N ED LAY o) + o) +ead(o).

‘f € Vect(go,w,é).‘

d) Par ¢), E C Vect(p,,0), et par 6¢), Vect(p,1,0) C E. Si ap + by + ¢d = 0, on
multiplie par 22 — 3z — 2 : le polynéme —a(X + 1)2 + b(X + 1)(X — 2) + ¢(X — 2)
s’annule sur | — 1, 1], donc en une infinité de points : il est nul. Par la liberté établie
enc),a=b=c=0.

‘E = Vect(p,1,0), C=(p,1,d) est une base de E, dimFE = 3.‘

8. L’endomorphisme u.

a) Soit z €]—1,1[. Siz =0, 3 |bya™| converge trivialement. Si @ # 0, 3,0 |ans12" |
converge (série extraite de Y |a,z™| privée de son premier terme), donc Y |b,a"| =
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ﬁ S |any 12"t converge. Ainsi (b,) € A. Enfin, par la relation de B au rang n + 1

2bn+3 + 3bn+2 - bn == 2an+4 + 3an+3 — Ap+1 = 0.

’ (bn)n=0 = (an+1)n=0 € B. ‘

b) Comme la suite des coefficients de f est unique, u(f) ne dépend que de f, et
u(f) € E par a). Si f,g € FE ont pour coefficients (a,), (¢,), et A € R, alors Af + ¢
a pour coefficients (Aay, + ¢,,) (5a), donc, pour tout z €] — 1, 1],

+oo

[wAf +9)I(x) = D (Aant1 + eng1)z” = Alu(f)](2) + [u(g)](2).

n=0
u € L(E).

c) Par a), u(f) a pour suite de coefficients (a,1). Par récurrence sur k, u*(f) a pour
suite de coefficients (a,ir)n>0 : c’'est vrai pour k = 0, et si c’est vrai au rang k,
uMT(f) = w(u®(f)) a pour coefficients (a(y41)+k)n-

+oo
VEeN, Ve e]—1,1[, [u"(f)](z) = Z Apipx”.
n=0

Par linéarité, (2u3 + 3u? — idg)(f) a pour coefficients (2a,43 + 3an+2 — an)n, qui
est la suite nulle : c’est la fonction nulle, pour tout f € F.

7=2X34+3X% 1= (2X — 1)(X + 1)? vérifie w(u) = 0.

d) Par 5b) et ¢) : u¥(p) a pour coefficients 2n+++1 =27k 271%, donc uF(p) = 27%p
: uF () a pour coefficients (—1)"**, donc u*(v)) = (—=1)*4 ; enfin u*(§) a pour

coefficients
(n+k+1)(=1)"™* = (=1)*(n+ 1)(=1)" + k(-1)*(-1)",

donc uk(é) = k(—l)kw—l—(—l)ké. Pour k =1, u(p) = %gp, u(yp) = =, u(d) = —p—94,
et TF est la matrice de u* dans C :

0 0 27k 0 0
T=10 -1 —1|, VkeN, TF=1] 0 (=1 k(-1
0 0 -1 0 0 (—1)*

9. Eléments propres de u.

a) T est triangulaire supérieure : ses valeurs propres sont ses coefficients diagonaux, %
et —1 (ce sont bien des racines de 7). On résout, pour X = (z,y, z) coordonnées

dans C :
e (T—3I3)X=0 <<= —3y—z=0et—32=0 < y=2=0;
e TH+I3)X=0<+= 32=0et—2=0 < z=2=0.

Sp(u) = {%,— } Eyjo(u) = Vect(p),  E_1(u) = Vect(s).

at
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10.

b)

La somme des dimensions des sous-espaces propres vaut 1 +1 =2 <3 =dim F.

‘u n’est pas diagonalisable. ‘

Centre de u.

a)

b)

d)

f)

g)

Par la question 3, E jp(u) = Vect(p) et E_1(u) = Vect(1)) sont stables par v. Donc
v(p) € Vect(yp) et v(1)) € Vect ().

I\ m) €R? w(p) =Ap, v(Y) = .

On écrit v(d) = ap +mp +wd dans la base C. Comme uov =vowu et u(d) = —1p—9¢

u(0(8)) = v(u(®)) = —v() —v(8) = —p —0(8), done (utidg)((6)) = —put.
Or (u+idg)(p) = 3¢, (u+idg) (1) =0 et (u+idg)(5) = —1p, d'olt
(u+ide) (0(9)) = S — wp = s

Par unicité des coordonnées dans C, a = 0.

I(n,w) €R?, v(8) = + wd.

L’égalité précédente donne aussi, en identifiant les coordonnées sur ¥, —w = —pu.

On note V' = M¢(v). On calcule

30 0 20 0
TV=(0 —p —n—pf, VI=10 —p —p—n
0 0 —u 0 0 —u
Donc TV = VT, c’est-a-dire uov = v o u.

v e C(u).

Para),b), c) et d), v € C(u) si et seulement si M¢(v) = AE1 1+pu(E22+Es33)+nEs 3,
avec (A, 1,m) € R3 (E; j matrices élémentaires). Par I'isomorphisme v — Mc(v) de
L(E) sur M3(R), C(u) est isomorphe & Vect(Ey 1, Ea2 + E33, E23). Cette famille
est libre, car ses éléments ont des coefficients non nuls & des positions deux a deux
disjointes.

‘dimC(u) = 3.‘

Soient a, b, c € R avec aidg + bu + cu® = 0, soit alz + bT + c¢T'? = 0. Par 8d), on lit
les coefficients (1,1), (2,2) et (2,3) :
b ¢
a+§+120, a—b—l—c:O, —b+2c=0.

Donc b =2¢, puisa=b—c=c, puisc+c+§:%c:0. Ainsia=b=c=0.

(idg, u, u?) est libre dans L(E).

RJu] est un sous-espace vectoriel de L(E) (image de 'application linéaire P — P(u)),
contenu dans C(u) par la question 2, et il contient la famille libre (idg, u, u?). Donc
3 < dimR[u] < dim C(u) = 3, et 'inclusion est une égalité.

C(u) = R[u] = Vect(idg, u, u?).

6
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Partie III — Centre de L(F)

Partie IIT — Endomorphismes commutant avec tous les autres

FE de dimension finie n > 1.

Corrigé — Partie III.

11. Tout vecteur non nul est propre.

Pour tout x # 0, il existe A, € R tel que u(z) = Ayx (le réel A, est unique, car = # 0).
Soient z,y non nuls.

o Si(z,y) est libre, alors  +y # 0 et u(z +y) = Aoqy(x +y) = Aax + Ayy. Par liberté,
Az = Aty = Ay

o Si(z,y) est liée, y = ax avec o # 0, et u(y) = ar,x = Ay, donc A\, = A;.

Ainsi A, = X ne dépend pas de z, et u(x) = Az pour tout x € E (y compris z = 0).

‘u = A\idg est une homothétie. ‘

12. Centre de ’ensemble des projecteurs.

Soit e # 0. F' = Vect(e) admet un supplémentaire G (on compléte (e) en une base de
E par le théoreme de la base incomplete). Soit p la projection sur F' parallelement & G
:p €U, doncvop=powv. Comme p(e) = e,

v(e) =v(p(e)) =p(v(e)) € Imp = F = Vect(e).

Donc v(e) = Aee : tout vecteur non nul de E est vecteur propre de v, et, par la question
11, v est une homothétie. Réciproquement, toute homothétie Aidg commute avec tout
endomorphisme, en particulier avec les projecteurs.

|C(U) = {Xidg, A€ R}.|

13. Centre de L(E).

Comme U C L(E), un endomorphisme qui commute avec tous les éléments de L(FE)
commute avec tous les projecteurs : C(L(E)) C C(U), ensemble des homothéties.
Réciproquement, les homothéties commutent avec tout endomorphisme.

(C(L(E)) = {Xidg, A € R}.|

Partie IV — Commutant d’un endomorphisme diagonalisable

Partie IV — Dimension du commutant

E = R", u diagonalisable de valeurs propres distinctes Aq,...,\,, d’espaces propres
El, ce ,Ep, Ty = dlmEl
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Corrigé — Partie IV.
Comme u est diagonalisable, E = Ey @ --- & E,, donc Y.¥_, r; = n, avec r; > 1 pour tout i.
En particulier p < n.

14. Stabilité des F;.

E; = E\,(u) est 'espace propre associé a la valeur propre \;, donc, par la question 3 :

Vv eCu), Yie[L,p], v(E)CE,

15. Réciproque.

Soit x € E, que 'on décompose en = = Zle x; avec xz; € F;. Comme v(z;) € E;, on a
u(v(z;)) = Ajv(z;), done, par linéarité :

p

u(v(x)) = Z)\ﬂ](fbi) = U( . )\Z'ZEZ') = v(u(x)).
1

i=1 i=
v e C(u).

16. Allure des matrices.

Soit B = (Bi,...,Bp), obtenue en concaténant des bases B; des E;. Pour v € L(E),
FE; est stable par v si et seulement si les images des vecteurs de B; sont combinaisons
linéaires des seuls vecteurs de B;, c’est-a-dire si et seulement si, dans les colonnes
correspondant a B;, les seuls coefficients éventuellement non nuls sont dans les lignes
correspondant a B;. Par 14 et 15 :

Vi 0
veOu) — Mp(v)= , Vi e My (R).
0 Vo

17. Dimension de C(u).

L’application v — Mp(v) est un isomorphisme de L(FE) sur M, (R). Par 16, elle envoie
C(u) sur I'ensemble D des matrices diagonales par blocs de tailles 71,...,7,. D est le
sous-espace engendré par les matrices élémentaires Ej,; telles que (k, 1) soit dans I'un
des blocs diagonaux. Cette famille est libre ; elle compte 7% + - - + rg éléments.

p

dim C(u) = Zr?

=1

18. Minoration et cas d’égalité.

Les r; sont des entiers > 1, donc 7“1-2 > r;, et Zr? > > r; =n. Il y a égalité si et
2

seulement si r; = r; pour tout 4, soit r; = 1 pour tout ¢. Si tous les r; valent 1, alors
n =Y. r; = p. Réciproquement, si p = n, n entiers > 1 de somme n valent tous 1. Enfin,

p = n signifie que v admet n valeurs propres distinctes.

‘dim C(u) 2n, et dimC(u)=n <= u admet n valeurs propres distinctes.
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19.

20.

21.

22.

23.

24.

Matrice de u et de P(u).

Les vecteurs de B; sont propres pour )\;, donc M = diag(Ail,, ..., A1), matrice
diagonale. Le produit de matrices diagonales se fait terme a terme, d’otu, par récurrence
(avec M = I,), puis par linéarité :

LI 0 P\, 0
0 ATy, 0 P(Ap),

Tp

Valeur de 7(u).

La matrice de 7(u) dans B est w(M), et w(\;) = 0 pour tout i. Par 19, (M) = 0.
m(u) = 0.

Polynémes annulateurs.

P(u) =0 <= P(M) =0, et, par 19, comme chaque bloc P(\;)I,, est de taille r; > 1,
P(M)=0 <= P(\;) =0 pour tout i.

|P(u) =0 <= ¥ic[Lp], P(\) =0

Liberté de (idg,u,...,uP™!).

Soient cp,...,cp—1 des réels tels que Zz;é cyu® = 0. Le polynéme P = Zi;é cpXF
vérifie P(u) = 0, donc, par 21, il admet les p racines distinctes A, ..., A,. Comme il est
de degré <p—1,ilestnul : ¢cg =--- =¢,—1 = 0.

(idg, u,...,uP" 1) est libre dans L(E).

Dimension de R[u].

On note W = Vect(idg, v, ...,uP~1). Le polynéme 7 est unitaire de degré p : m =
XP + Z?;é ijj. Par 20, u? = —Z?;é bjuj € W. On montre par récurrence que
uF € W pour tout k. Clest clair pour £k < p — 1. Si ¥ = Z?;é cjuj € W, alors
ubtl = E?;g it +cp_quP € WL

VEeN, ufe Vect(idg, u, . .., uP™1).

Par linéarité, P(u) € W pour tout P € R[X], donc R[u] C W. L’inclusion W C R[u]
est évidente. Ainsi Ru] = W, et, par 22, (idg,u, ..., uP~!) en est une base.

dimR[u| = p.

Cas d’égalité C(u) = R[ul.

Par la question 2, R[u] C C(u), donc C(u) = Rlu] <= dimC(u) = dim R[u], soit
Sr?2=p. Or,par 18, 312 > n > p.

e Siy 7“2-2 = p, alors n = p : u a n valeurs propres distinctes.

e Siwu a n valeurs propres distinctes, alors p = n et, par 18, Zr? =n=np.

‘C (u) = Rlu] <= w admet n valeurs propres distinctes. ‘
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Partie V — Centre du commutant d’un endomorphisme diagonali-
sable

Partie V — Le bicommutant

Mémes hypotheses ; Ca(u) = C(C(u)).

25.

26.

27.

28.

Corrigé — Partie V.

Ca(u) C C(u).

u commute avec lui-méme, donc u € C(u). Si v € Ca(u), v commute avec tous les
éléments de C'(u), en particulier avec u.

|Cs(u) € C(u).]

Rlu] € Co(u).
k_ ok

Soient P = Y"¢_,ap X* et w € C(u). Par récurrence, wou* = u¥ o w pour tout & : c’est
vrai pour k = 0, et si c’est vrai au rang k, alors w o u**! = (wou*)ou =uFowou =
uFouow = w1 ow. Par linéarité de w, wo P(u) = 3 apwou® = 3 apuf ow = P(u)ow.

Donc P(u) commute avec tout élément de C(u).

‘R[u] C Cg(u).‘

Restriction aux espaces propres.

Par 25, v € C(u), donc, par 14, E; est stable par v, et v; est bien un endomorphisme
de F;. Soit w € L(E;). On définit w € L(F) par w(x) = w(z;), ot x = >0_ z; est la
décomposition de z dans £ = @, E;. w est linéaire, car la décomposition l'est. On a
w(E;) = {0} pour j # i et w(E;) C E; : chaque E; est stable par w, donc w € C(u)
par 15. Comme v € Cy(u), vow = wov. Pour x € F;, on a v(x) € E;, donc

vi(w(z)) = v(w(z)) = w(v(z)) = w(vi(z)).

Ainsi v; o w = w o v; pour tout w € L(E;).

vi € C(L(E,)). |

E; est un espace vectoriel réel de dimension finie 7; > 1, donc, par la question 13 :

’E|,U,Z eER, wv; = ,uzldEl

Interpolation.

On consideére @ : R,_1[X] = R, Q — (Q(A1),...,Q(\p)), qui est lindaire. Si ®(Q) = 0,
Q est de degré < p — 1 et a p racines distinctes, donc QQ = 0 : @ est injective. Comme
dimR,_1[X] = p = dimRP?, le théoréme du rang montre que ® est bijective. Il existe
donc un unique @ € Ry,_1[X] tel que ®(Q) = (p1,. .., ip)-

Qe RyX], Vie [Lpl, Q) = u

10
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29. Conclusion.

Soit v € Ca(u), et soit Q le polynéme de 28. Pour z € E;, u¥(x) = A\¥x par récurrence,
donc Q(u)(x) = Q(N\;)x = iz = vi(x) = v(z). Les endomorphismes v et Q(u) coincident
donc sur chaque E;. Comme E = @, E;, ils coincident sur E par linéarité : v =
Q(u) € Ru]. Ainsi Ca(u) C R[u], et I'inclusion réciproque est la question 26.

| Cs(u) = Ru]. |
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