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ECRICOME

Mathématiques approfondies

Corrigé du sujet adapté — 2012

Les questions et sous-questions conservent la numérotation de 1’énoncé adapté.

Exercice 1

r+oo  dt
z+et

Exercice 1 — La fonction f(z) = [;

g(z) = [ (xf%)za I, = [ e dt.

Corrigé — Exercice 1.

1. Convergences.

aA

Pour A > 0, f64 e~tdt = =<

1 N _
— o, dou|l, =

1 .
Pour x > 0, t — Thet est continue

1
-
sur Ry et 0 < ﬁ < e~ !. Par comparaison avec I :

‘f(x) converge pour tout x > 0.

2. Majoration de f.
2
On a z + e — 2Vzxet = (f— et) > 0. Pour z > 0, on en déduit 0 < —— < ¢

T

+
(3}

puis, par croissance de l'intégrale, 0 < f(z) < ﬁ[ 1/2-

2Vzel < x + €t et 0< f(x) <

5l-

3. Caractere lipschitzien.
Par linéarité des intégrales convergentes,
+00 _
y—x
xTr) — =
@~ 0= [ ot T

L’intégrande est continu et strictement positif, donc f(x) — f(y) > 0. De plus, (z +
)y +e') = e*, done f(z) - f(y) < (y — 2)La.

dt.

0< f(a) - fly) < 5=

4. Bijection.

Par 3, f est strictement décroissante et %—lipschitzienne, donc continue sur R4. On a

f(0) =1, =1 et, par 2, f(x) — 0 quand x — +00. Par le théoréme de la bijection, f
réalise une bijection de R sur |lim f, f(0)].

’ f : Ry —]0,1] est une bijection continue strictement décroissante. ‘
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5. Point fixe.

@ :x— f(x) — x est continue et strictement décroissante sur R, avec p(0) =1 > 0 et

o(z) = —o0 en +00. Par le théoréeme de la bijection, ¢ s’annule une et une seule fois.
Comme o = f(«) €]0,1] :

‘EI!aGR+, fla) =a, etoze](),l].‘

6. Suite récurrente.

a) Par récurrence, u,, € R pour tout n (car f(Ry) C Ry). Pourn =0, la—up| = a <
L. Si |a—uy| < 277, alors, par 3, |a—un41] = | f(@) — flun)| < Fla—up| < 9~ (n+1),

donc u, — a.

|a_un’ < 27”7 n—+400

b) On calcule simultanément N et uy : tant que 27V > ¢, on remplace u par f(u) et

on incrémente V.
def suite(eps):

N=20

u=20

while 2**(-N) > eps:
u = ecricome(u)
N=N+1

return u

7. Dérivabilité.
Onaz+et >0etxz+h+e >el, car x4+ h > 0. Par linéarité,

—h h

dt
(x+h+et)(x+et) + (x 4 €t)?

fa+h) = 7o) +hgta) = [

B h2 /+oo dt
a 0 (z+e)2(x+h+et)

Le dernier intégrande est positif et majoré par e 3, et I3 = % Donc :

2

1f(z+h) — f(z) + hg(x)] < %

Pour h # 0, 7f(x+hg_f(x) + g(x)‘ ‘h| — 0 quand h — 0 :

[ est dérivable sur R et f/ = —

8. Calcul de f.

T est dérivable sur R, et

Te) = &) ~ogle /O+°° <x+ et (w fet)2> a

“+o0
Y
0 x+e A—+o00

1 A

x+et]
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1
T (z) = .
@) =13

Ainsi T'(x) — In(1 + z) est constante sur U'intervalle R* . Par 2, 0 < T'(z) < /z — 0
quand x — 07, et In(1 + z) — 0, donc la constante est nulle.

In(1+ x)
—

Ve >0, T(x)=In(l+zx), ie f(z)=

Exercice 2

Exercice 2 — Décomposition d’une matrice en partie projecteur et partie nilpo-

tente

(B(B - 1,))N =0y, Bgy1 = B2(2By, — I,) L.

Corrigé — Exercice 2.
1. Deux résultats préliminaires.

a) Le produit télescopique donne (I,, —U) Zz;é Uk = Zz;é k=>4 U =1,-U1=
I,.

I, — U est inversible et ( Z Uk.

= f(z) = f*(x) =0 et (f = 1d)(f(z
+ f(z) montre que R™ = ker f+ker(f—
= 0 : la somme est directe.

b) A% = A, donc f2 = f. Ainsi f(z — f(x))
f?(x)—f(x) = 0. L’écriture v = (z— (x))
Siz € ker f Nker(f —1d), alors z = f(z)

) =
1d).

|R" = ker(f) @ ker(f — Id). |

Les sous-espaces propres de f (pour 0 et 1, éventuellement réduits & {0}) ont pour
somme R", donc ’ f est diagonalisable. ‘

2. Etude d’une suite de matrices.

On note Q = B(B — I,,), qui commute avec B et vérifie QY = 0,.

a) I, — (2B — I,)?> = —4B? + 4B = —4Q, et (—4Q)N = (-4)NQ" = 0,, : c’est une
matrice nilpotente. Par 1a), (2B — I,,)? = I,, — (—4Q) est inversible, donc 2B — I,
aussi (si M? est inversible, M - M(M?)~! = I,,). Pour (Hy), on prend Cy = 0,, et
Dy=1I,:0onaBy—B=0,=QCyet By(By— I,) = QQODO, et les commutations
sont évidentes.

I, — (2B — I,,)? est nilpotente, 2B — I,, est inversible, et (H) est vraie.

b) On note J = (2B, — I,,)~!. J commute avec By, (inverse d'un polynéme en By) et
avec B (car 2By — I, commute avec B).

e Ona2Byi1—1I, = (QBI% — (2Bk — In))J = (In -i-QB]% — QBk)J = [In + QBk(Bk —
In)}!].
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e Byy1— B= (B —B(2By — I,,))J = (B — 2BBy, + B)J. Comme BBy = BB,
ona Bf —2BBy, + B = (B, — B)> — (B?> - B).

e Ona By — I, = (B} — 2By + I,)J = (B, — I,,)?J, donc Byy1(Bry1 — 1) =
B2J(By — I,,)*J = [Bi(By, — In)J]Z, toutes ces matrices commutant.

‘Les trois égalités sont établies. ‘

Montrons (Hp41)-

o 2By(Brp—1I,) = 2Q2" Dy, et (Q2ka)N = Q2kND,]€V = 0, (commutation). Par 1a),
I, + 2By (By — I,,) est inversible. Ainsi 2By — I,, produit de deux matrices
inversibles, est inversible.

« By — B =[Q2C2—Q]J = QCpyy avec Cryy = (QC2 — 1,))J.
¢ Bryi(Bip1 — 1) = Q¥ D2J2 = Q""" Dy avee Dyyy = D2J2.

e Bji1, Cre1 et Dy sont des produits de matrices commutant avec B, donc ils
commutent avec B.

‘(’Hk) = (Hgs1), donc (Hy) est vraie pour tout k € N.‘

c) On choisit p tel que 27 > N. Alors Q% = QNQ* N = 0,, et B,(B, — I,) =
Q% D, = 0,. Par 1b), B, est diagonalisable. De plus, (B — B,)"N = (—-QC,)" =
(—1)NQNC'I],V = 0,. Enfin, si B} = By, alors By(2By — I,) = By, donc Bgyq =
ByJ = By(2By, — I,)J = By, et BI%H = Bjy1. Par récurrence a partir de k = p :

B,(B, — I,,) =0,, B, diagonalisable, B — B, nilpotente,

‘Vk‘ 2 p, Bit1 = Byg.

Probléme

Probléme — Partie I — Etude de deux endomorphismes

9(P) = [(X = )PV, f(P)(z) = 335 JT P(t) dt (= # 1), f(P)(1) = P(1).

Corrigé — Probleme.

1. g est un endomorphisme.

g est linéaire, par linéarité de la dérivation et du produit par X — 1. Si deg P < n, alors
deg((X —1)P) < n+1, donc deg g(P) < n.

g € LRa[X]). |

2. Calcul de fog.
Pour x # 1, (t — 1)P(t) est une primitive de g(P), donc

Fg(P)) (@) = ——[(t -~ )P(1)]" = P(a).

r—1
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En 1, on a f(g(P))(1) = g(P)(1) = 0- P'(1) + P(1) = P(1). Si g(P) = 0, alors
P=f(0)=0.

f(g(P) =P, ker(g) = {0}]

3. f=g'.
g est un endomorphisme injectif de I'espace de dimension finie R,,[X] : ¢’est un isomor-
phisme. Pour Q € R,[X], on a f(Q) = f(g(¢71(Q))) = ¢ 1(Q) € R,[X].

1

g est un isomorphisme, g~ = f, et f est un endomorphisme de R, [X].

4. Matrices.
On a g(ey) = (X*1 — X*)' = (k + 1)ep — kej_1. Pour = # 1, f(ep)(x) = (kﬁfﬁﬁ =
k%rl Z?:o 27, égalité qui reste vraie en x = 1.
1 -1 0 0
1 1 _1
0 2 -2 0 1 i
1J<k 2 n+1
k+1)o<jk<n :
_ 1
" 0 0 5
0 0 n+1

5. Diagonalisabilité.

B est triangulaire supérieure : ses valeurs propres sont ses coefficients diagonaux
1,2,...,n+ 1. Ce sont n + 1 valeurs propres distinctes en dimension n + 1, donc g
est diagonalisable. Une base de vecteurs propres de g (pour \) est aussi une base de

vecteurs propres de f = ¢g~! (pour %)

‘ f et g sont diagonalisables.‘

Probléeme — Partie II — Une suite de variables aléatoires

Fo=%"0P(Zr=r)X", Zy =n.

Corrigé — Probleme.

1. Loi de Zj41 sachant Zj.
([Zk = 1])o<i<n est un systéme complet d’événements. Si P(Zy = i) > 0, le (k + 1)-iéme
tirage a lieu dans Uj;, et P[Zk:i](Zk+1 =r)= H—% si r < 4, 0 sinon. Par la formule des
probabilités totales (les termes ot P(Z), = i) = 0 sont nuls) :

Pl =n) =T

2. Relations de récurrence.

Pour r = n, la somme se réduit & un terme, ce qui donne (Rq). Pour r < n — 1, on fait
_ P(Zg=r)

la différence des formules en r et en r + 1 : P(Zp11 =7) = P(Zy41 =7+ 1) T

at
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ce qui donne (Ra).

(n+ 1)P(Zkr1 =n) =P(Zx = n),
(r+1)[P(Zypr=71)—P(Zpy1 =r+1)] =P(Z =71).

3. Sommes 5.

On rappelle que P(Zy = n) = 1 et P(Zy = r) = 0 pour 7 < n, donc > ;5o P(Zr11 =
7") = S/r — ]P)(Z() = 7“).

a) On somme (R1) : (n+1)(S, — 1) = 5,,.

1
g, =t
n

b) On suppose n > 2. On somme (Ry) pour r =n —1:nS,_1 —n(S, —1) = S,_1,
dou (n —1)Sp—1 = n(S, —1) = 1. Pour 1 < r < n — 2, on somme (R2) :
(r+1)S, — (r+1)S,41 = Sy, soit S, = (r +1)S,41.

1
, (rSy)1<r<n—1 est constante (égale & 1), donc S, = —.
r

4. Relation (S).
On note p, = P(Zi11 =7) et ppy1 = 0. Par la question 1.4,

n

(x — 1) Ff 41 (2) + Fry1(2) = g(Fiog1) (@) = > pr((r + 12" —ra™ )
r=0

= 3+ 1)(pr — praa)a”
r=0

Par (R1) et (Ra), le coefficient de x” vaut P(Zy = r).

(x = 1)Fy 1 (@) + Frya(z) = Fi(z).

5. Espérance et variance.

a) Fl(1) =Y rP(Zy =r)et F}/(1) = > r(r—1)P(Z; = r). Par le théoréme de transfert

Fp(1) = E(Zy), F(1) =E(Zx(Z — 1)).

b) On dérive (S) : (z — 1)F} (2) + 2F}_ ,(z) = F}(x). On dérive une seconde fois :
(x = DF(z) +3F (z) = Fj/(z). On évalue en z = 1 :

1 1
Frn (1) = 5 F(1), i (1) = g F(1).

c) Ce sont des suites géométriques, avec Fy = X", donc Fj(1) = n et FJ'(1) =n(n—1).
Par la formule de Koenig-Huygens, V(Zy) = E(Z,(Zy — 1)) + E(Z1) — E(Z)?%.

n n(n—1)
fm=a mm="0
nn—1) n n?
V() = 5 ok gk

6
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Probléeme — Partie III — Loi de Z;,

up = (X — 1DF, g(Fryp1) = F.

1.

Corrigé — Probléeme.

Expression de Fj.

Fy = X" = ey, car Zy = n. Comme g est bijective d’inverse f, g(Fi+1) = F) donne
Fy11 = f(F). Par récurrence :

Fy = znjp(zk =1r)e, = fFen).

r=0

. Base (u;).

Les u, sont de degrés échelonnés (degu, = r) : la famille est libre. Elle compte
n+1=dimR,[X] éléments.

‘ (ug, ..., uy) est une base de R, [X]. ‘

. Vecteurs propres de f.

Pour z # 1, f(uy)(z) = 15 - (I;2;+1 = (J;:'_lly senz =1, f(ur)(1) = ur(1), qui vaut 0

sir>1etlsir=0,cequiest cohérent.

1

flur) = m“

r : (u,) est une base de vecteurs propres, donc f est diagonalisable.

Changements de base.
Par la formule du bindme, X" = (X — 1) +1)" = 3, (I)(X —1)" et (X —1)" =
7y ()X (1),

. Puissances de f.

Par linéarité et 3, f*(u,) = (riirl)k’ donc :

()
fk(en) = Z mur-

r=0

. Loi de Z,.

On reporte l'expression des u, et on intervertit les sommes finies (0 < j <r < n):

r=0 Jj= J 7=0 \r=j

Par unicité des coordonnées dans la base (e;) et la question 1 :
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7. Application.

a) Pour r > j, (r_,'_ll)k < ﬁ Par P'inégalité triangulaire et (7') (;) = (?) (?:g), on

obtient 321 (7) () = () 2n=J,

M, ; n .
P(Z = j)| < —=L, M= .]2"".
PZ= i< 5 M=
Pour j > 1, Jﬁ €]0,1] : la série géométrique ﬁ converge. Par comparaison

(termes positifs) :

Z]P(Zk = j) converge pour j € {1,...,n}.
k>0

b) Le terme r = 0 de la formule pour j = 0 vaut 1, et les autres sont majorés en valeur
()

2k -

absolue par

Ch, “(n n
Pz —0)-1]< 5. cz=z<J=2—L

r=1

Ainsi P(Z, = 0) — 1 : le terme général ne tend pas vers 0.

Z P(Z, = 0) diverge (grossiérement).
k>0




