Année : 2012
Ecole : EDHEC

Option : Mathématiques approfondies

Les parties du sujet contenant des éléments n’étant plus au programme depuis 2022 ont été
adaptées pour convenir aux nouveaux programmes de la filiere Mathématiques approfondies
en vigueur depuis 2023.
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Exercice 1

Thémes abordés : réduction ; applications linéaires

Soit f I’endomorphisme de R? dont la matrice dans la base canonique (eg, ez, e3) de R3 est :

1 1 -1
A=|-1 3 -3
-2 2 =2

On note Id ’endomorphisme identité de R3.

1) a) Calculer A2 et A3, puis déterminer un polynéme annulateur de f.
b) En déduire les valeurs propres de f.

¢) L’endomorphisme f est-il diagonalisable 7

2) Trouver une base % de R? dans laquelle la matrice de f est

T:

o O O

1
0
0

N OO

3) a) Montrer que R? = ker(f?) @ ker(f — 21d).

b) On veut montrer qu’il n’existe pas d’endomorphisme g de R? vérifiant g% = f.

On suppose pour cela qu'un tel endomorphisme existe. Etablir que ker(f2) est stable par
g, puis montrer que la matrice de g dans la base £ est de la forme

a a/ a//
G=1|b b Vv
0 0 ¢

En utilisant la matrice de f dans cette méme base, trouver une contradiction et conclure.

4) Etude d’un cas plus général.

On note Id endomorphisme identité de R™ (ot n désigne un entier naturel supérieur ou égal
a 1) et on désigne par a un réel non nul.

a) On considére un endomorphisme h de R" et on suppose que h"™ = ah™!. Montrer que
R" = ker(h" ™) @ ker(h — a1d).

b) Montrer réciproquement que, si un endomorphisme h de R™ est tel que R = ker(h"~!) @
ker(h — aId), alors h™ = ah™~!.

Exercice 2

Themes abordés : Probabilité discrétes ; variables a densité ; Python

On considére une suite (X,,)nen de variables aléatoires, définies sur un méme espace probabilisé
(Q, A, P), indépendantes, et suivant toutes la loi exponentielle de parametre A (avec A > 0).
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1) a) Donner, pour tout réel z strictement positif, une densité de —xXj.

b) Montrer que I'on peut choisir comme densité de X; — x Xy la fonction f définie par

%e”m siz <0,
F@=9%%"

+1e Z ¢iz>=0

x

X
¢) On pose T = fl et on admet que T est une variable aléatoire définie, elle aussi, sur

(Q, A, P). Déterminer la fonction de répartition Frr de la variable aléatoire 7.

2) Onpose X = |[T| + 1, ou |T] désigne la partie entiere de T. On admet également que X est
une variable aléatoire définie sur (€2, A, P). Montrer que

1
Vn € N*, P X=n)=———.
" ( n) nn+1)
3) Pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 1, on pose Y;, = sup(Xy,...,X,) et on admet

que Y, est une variable aléatoire a densité définie sur (2, 4, P).
a) Donner sans calcul une densité de —Xj.
b) Déterminer la fonction de répartition G,, de Y;, et en déduire une densité g,, de Y.

¢) En déduire qu’il existe une densité h,, de Y, — X telle que
1

) )\:c.
n+1 ¢

Vo <0, hp(z) =

4) On note Z la variable aléatoire définie par
Z =inf{k e N* : X}, > Xy}
si cet ensemble n’est pas vide, et Z = 0 si cet ensemble est vide.
a) Etablir que, pour tout entier naturel n non nul,
(Z>n)U(Z=0)= (Y, < Xp).

b) Montrer que

puis établir que P(Z =0) = 0.

c) En déduire que, pour tout entier naturel n non nul, les événements (Z = n) et (X =n)
ont méme probabilité.

5) Informatique.
a) Soit U une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur [0, 1[. On pose
1
V=—-ln(1-U
(1 - 0)

et on admet que V est une variable aléatoire. Déterminer la fonction de répartition de V'
en fonction de celle de U, puis en déduire la loi suivie par la variable aléatoire V.

b) Ecrire en Python une fonction d’en-téte def z(lamb): qui simule la loi de Z. On pourra
utiliser les fonctions random() du module random et 1og() du module math.
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Exercice 3

Themes abordés : applications linéaires ; réduction ; algébre bilinéaire

On note E l’espace vectoriel des polynémes a coefficients réels, de degré inférieur ou égal a 2. On
note eg,e; et ey les polyndmes de E définis par eg = 1, e; = X et e; = X2. On rappelle que
P = (ep, e1,e2) est une base de E.

On considére Iapplication f qui, & tout polynéme P de E, associe le reste de la division par 1+ X3
du polynome (1 — X + X2)P. Ainsi, il existe un unique polynéme Q tel que

(1= X +X)P=(1+X)Q+f(P),  deg(f(P)) <2

1) Montrer que f est un endomorphisme de E.

2) a) Déterminer f(ep), f(e1) et f(e2) puis vérifier que f(eg) = —f(e1) = f(e2).
b) En déduire une base de Im(f).

¢) Donner la dimension de ker(f) ainsi qu'une base de ker(f).

3) a) Calculer f(P) pour tout polynéme P de Im(f), puis établir que 3 est valeur propre de f
et que Im(f) = ker(f — 31d).

b) Montrer que f est diagonalisable.

4) On considere 'application ¢ de E x E dans R qui, a tout couple (P, Q) de polynémes de E,
associe le réel

2
e(P,Q) = aby,
k=0
ot l'on anoté P=ag+ a1 X +asX?et Q=by+ 0 X +byX>2.

a) Vérifier que ¢ est un produit scalaire défini sur E.

b) Vérifier que ker(f) est le supplémentaire orthogonal de Im(f) dans E pour le produit
scalaire .

5) a) Vérifier que & est une base orthonormale pour le produit scalaire ¢.

b) Ecrire la matrice de f dans la base %, puis retrouver le résultat de la question 4b).

Exercice 4

Themes abordés : suites ; séries ; intégrales

Résultat admis

Si une suite (uy,)n>1 converge vers £, alors

1 n
lim — up = L.
n—-+o0o n l;l k
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Dans toute la suite, on considére une suite (x,)nen+ de réels positifs telle que la série de terme
général x,, converge. Pour tout entier naturel n non nul, on note

n 1 n 1 n
S, = T, = S " - N
n kglxk n n+1kz::1 k € Yn n(n+1);7ll‘z

1) a) Montrer que

n

] z;n—kl—z

Vn € N*, Zyk—
k=1

En déduire ensuite que, pour tout n de N*, >~} yp. = T,.

b) En utilisant le résultat admis au début de cet exercice, établir que la série de terme
général y,, converge et que

+o0o +oo
D Un =D Tn
n=1 n=1
2) Dans cette question, on pose, pour tout entier naturel n non nul,

n 1/n
Zn = (H .’L‘k> .
k=1

On se propose de montrer que la série de terme général z, converge et que sa somme vérifie
—+00 —+00
E Zn <L € E Ty
n=1 n=1

a) On admet que si une fonction f est concave sur un intervalle I, alors, pour tout entier
naturel n non nul,

Y(a,...,an) € 1", iZf(a@éf(iZak).
k=1

Montrer que

n
S a.

k=1

S

n 1/n
Vn e N*, V(ai,...,an) € (Ry)", (H ak> <

k=1

b) Justifier que, pour tout entier naturel n non nul,
1 ( n 1/n
= —— H kxk> .
Y
() \ i

n—+1
Zn\Wyn

En déduire que

¢) Montrer que, pour tout réel = positif, In(1 + z) < z.

d) En déduire que
1 n
Vn € N*, (1—1—) <e.
n
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e) Etablir que, pour tout entier naturel n non nul,

R, Yo

|
n. el

Montrer enfin que la série de terme général z, converge et que
“+o0o “+o0o
S <o o
n=1 n=1
3) a) Montrer que, pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 2 et pour tout k € {1,...,n—

1},
(k+1)/n
1ln(k)</ Inzdx < ln<k+1>.
n n k/n n

b) Calculer l'intégrale fll/n Inz dx et en déduire que

S|

11 k 1 lInn
VvneN, n>2,  —14+=-<=) In(=])<-1+—+—.
n on n n n
c) Déterminer
, 1 & k
lim —Zln -,
n—+o0o n n
k=1
1 1/n e
(n') notoo

4) On admet que si deux séries a termes positifs, de termes généraux équivalents, divergent, alors
leurs sommes partielles d’ordre m sont équivalentes lorsque m est au voisinage de +o0.

puis établir que

Soit NV un entier naturel non nul quelconque. On considére une suite (z,)p,en+ particuliere,
que l'on note (2, (N))nen+, définie par

1
= sine{l,...,N},
- sine{ }

0 sinon.

zn(N) =
On pose, comme a la deuxiéme question,
n 1/n
Vn € N¥, zn(N) = (H xk(N)> .
k=1

a) Ecrire Y79 2, (N) et 325 2, (N) sous forme de sommes finies.

b) En déduire que
+o0

Z 2n (V)

im =1
N—+oo +©
E Tp(N)

n=1

c) Conclure que e est la plus petite des constantes A telles que

+oo +00
Z Zn <A Z T,
n=1 n=1
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