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Toutes les variables aléatoires qui interviennent dans ce probleme sont réelles et définies sur un
méme espace probabilisé (2, A,P), ou P peut dépendre de parameétres réels inconnus a, b, o,
etc. Elles admettent toutes une espérance et une variance; si J désigne I'une de ces variables
aléatoires, on note E(J) son espérance et V(J) sa variance.

Si Jq, Jy et Ji + Jo sont des variables aléatoires & densité, on admet alors I'existence de la
covariance de Jj et Jo, notée Cov(Jy, J2), qui est définie par

COV(Jl, JQ) = %(V(Jl + Jg) — V(Jl) — V(JQ))

On admet que les covariances de variables aléatoires a densité vérifient les mémes regles de calcul
que celles des variables aléatoires discretes.

Pour tout (k,¢) de (N*)2, on note My (R) I'ensemble des matrices a k lignes et £ colonnes
A coefficients réels; on note M (R) I'ensemble des matrices carrées d’ordre k. On note 'Q la
transposée d’une matrice (. Dans tout le probléme, n désigne un entier supérieur ou égal a 3.

L’objet du probleme est I’étude de quelques propriétés du modele de régression linéaire élémentaire.

1 Quelques résultats statistiques et algébriques

Themes abordés : estimations; espaces vectoriels; applications linéaires ; algébre bilinéaire.

On considere une population d’individus statistiques dans laquelle on étudie deux caracteres
quantitatifs X et Y. On extrait de cette population un échantillon de n individus sélectionnés
selon des valeurs choisies du caractére X' et numérotés de 1 a n.

Pour tout i € [1,n], les réels x; et y; sont les observations respectives de X et de ) pour l'individu
i de I’échantillon. On suppose que les réels x1, 9, ..., x, ne sont pas tous égaux.

Soient a et b deux parameétres réels. On pose, pour tout i € [1,n],
u; = y; — (ax; +b). (*)

1. On note X (resp. Y) et sg( (resp. s%,) la moyenne empirique et la variance empirique de la
série statistique (x;)1<i<n (resp. (¥i)i<i<n); on rappelle que

n 1 n o
in et sk = - Z:ZI(QUZ - X)%

a) Montrer que s > 0.
b) Etablir les formules

n

n n
Z(ml — Xy = leyl -nXY et nsy = Zaz? —nX"
i=1

i=1 i=1

. T; — Y
¢) On pose, pour tout i € [1,n], a; = 5—. Montrer que
ns
X
n n n 1
2

Sam0 Yawm-1  Yai- L
=1 i=1 i=1 nSx
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2. On pose
Y1 U1
y=| 1] €MR), u=]|:|€M,(R),
Yn Unp
z1 1
0= (Z) € Myi(R), M=[: :|eM,®)
Ty, 1

Les n relations (*) s’écrivent sous la forme matricielle suivante : y = M6 + u.
a) Quel est le rang de la matrice M 7
b) Calculer la matrice "M M et justifier son inversibilité.

3. L’espace vectoriel R™ est muni de sa structure euclidienne canonique. Soit F' le sous-espace
vectoriel engendré par les vecteurs (x1,z2,...,2z,) et (1,1,...,1) de R”. On note K la
matrice du projecteur orthogonal de R™ sur F' dans la base canonique de R" et G =1 — K,
ou I désigne la matrice identité de M, (R).

~ a R

a) On cherche les matrices § = (3) de My 1(R) qui minimisent >, @2 = S0 (y; —
~ ~ . . . a
(ax; + b))% Montrer que ce probléme admet une unique solution 6 = (5) et qu’elle
vérifie la relation *AZ M6 = tMy.

b) Montrer que @ = 37, oy et b=Y — a X.

c¢) Exprimer K en fonction de M et ‘M.

d) Soit @ la matrice-colonne de M, ;(R) de composantes %1, U, ..., Uy, définie par & =

y— MG6. Montrer que u = Gy = Gu.

e) En déduire les égalités

n
Z u; =0 et Zﬂ? = 'yGy = 'uGu.

i=1 =1

2 Le modele de régression linéaire

Thémes abordés : wvariables a densité; convergences de variables; estimations; applications
linéaires.

Le contexte et les notations sont ceux de la partie I. Dans cette partie, on cherche a modéliser
les fluctuations aléatoires du caractére ) sur I’échantillon.

Les hypotheses du modele de régression linéaire élémentaire sont les suivantes :

— les réels a et b sont des parameétres inconnus;;

— pour tout i € [1,n], la valeur z; du caractére X est connue et la valeur y; du caractére ) est
la réalisation d’une variable aléatoire Yj;

— pour tout i € [1,n], Y; est la somme d’une composante déterministe ax; + b, fonction affine de
la valeur choisie z;, et d’'une composante aléatoire U; ;

— les variables aléatoires Uy, Us, . . ., U, sont mutuellement indépendantes, de méme loi, possédent
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une densité, et, pour tout i € [1,7n], E(U;) = 0 et V(U;) = 02, ot le paramétre inconnu o est
strictement positif.

Le modele de régression linéaire s’écrit alors : pour tout ¢ € [1,n],
Y, =ax; + b+ U,. (1)
L’objectif consiste & estimer les parameétres inconnus a, b et o du modele (1).

— 1 — 1
On pose, pour tout n >3, Y, =—=>" Y,et Up,=—>1,U.
n n

4. On note A, et B, les deux variables aléatoires définies par
n J— —
An=> oY, et By=Y,—AX,

ou le réel a; a été défini a la question 1.c.
a) Montrer que A4,, et B, sont des estimateurs sans biais de a et b respectivement.

b) Etablir les formules suivantes :

2 X\ o2
Va) =20 et V(B = (1 + 5 %
nsX SX

c¢) Calculer Cov(A,, By).

5. Dans cette question uniquement, I’entier n n’est plus fixé. On suppose 'existence de

= lim le et p? = lim EZ(JH—Y)%

n—+oo n n—4+oco n, Pt

avec (A, u) € R x R%. Montrer que les deux suites (A,)n>3 et (Bp)n>3 convergent en
probabilité vers a et b respectivement.

6. a) On pose, pour tout i € [1,n], U, =Y; — A,zi — B,. Calculer E(UZ)
b) Etablir I'égalité

n n

Zﬁ? > (Ui = Up)? = nsx(An — a)®.

=1 =1

c) Calculer E ( A UZQ) En déduire un estimateur sans biais de 0.

3 Hypothese de normalité et prévision

Themes abordés : variables d densité ; estimations; réduction ; applications linéaires.

Le contexte et les notations de cette partie sont ceux des parties I et II. De plus, on suppose
dans cette partie que, pour tout i € [1,n), la variable aléatoire U; suit une loi normale N(0, o).

Pour # > 0 et k > 0, on dit qu’une variable aléatoire suit la loi Gamma & deux parameétres I'(6, k)
lorsqu’elle admet pour densité
ph—1 e—x/ﬁ
fl@)=4{ O0(k)
0 six <0.

sixz >0,
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Equivalemment, si X suit la loi gamma & un paramétre de forme k, notée v(k), alors X suit la
loi T'(6, k).
On pose

Yy Ui

Y=1": et U= :

Y, Un
Le modele (1) de la partie II s’écrit alors matriciellement : Y = M6 + U.
Soient Wy, Wa, ..., W, (¢ € N*) ¢ variables aléatoires réelles définies sur (£2,.4,P). On définit

le vecteur aléatoire (Wi, W, ..., W,) a valeurs dans R?, en associant a tout w € Q le vecteur
(Wl(w)v WQ(w)v sy Wq(w)) de RY.

On dit que le vecteur aléatoire (Wi, Wa, ..., W,) est normal si, pour tout g-uplet (p1,pa,...,pq)
de nombres réels, différent de (0,0,...,0), la variable aléatoire >_7_; p;W; suit une loi normale
de variance non nulle.

Dans le cas ou le vecteur (Wi, Wa,...,W,) est normal, on admet que les variables aléatoires

Wi, Wa, ..., W, sont mutuellement indépendantes si et seulement si, pour tout (i, j) € [1, g avec
] 7& j, COV(WZ‘, Wj) =0

7. a) Montrer que le vecteur aléatoire (Y7,Y>,...,Y,) est normal mais que le vecteur (Y —
Y, Yo—Y,,....Y, —Y,) ne lest pas.

b) Déterminer la loi de chacune des variables aléatoires A,, et B,. Le vecteur aléatoire
(An, By) est-il normal ?

8. Soit S une matrice inversible de M,,(R). On note T' la matrice-colonne des composantes du
vecteur aléatoire (17,73, ...,T),) telle que T'= SU.

a) Montrer que le vecteur (71,75, ...,T,) est normal.

b) On suppose que la matrice S est orthogonale. Montrer que T4, Ts, ..., T, sont mutuelle-
ment indépendantes.

9. Sment Ul, Ug, .. U les variables aleat01res qui ont été définies dans la question 6. On note
U la matrlce—colonne de composantes U1, Ug, .. Un, définie par U=Y — Md.

a) Montrer que U=GU , ou la matrice GG a été définie dans la question 3.

b) Justifier I'existence d’une matrice orthogonale R de M,,(R) et d’une matrice diagonale
D de M, (R), telles que G = RD'R. Quels sont les éléments diagonaux de D ?

¢) Soit Z la matrice-colonne de composantes Z1, 2o, ..., Z,, définie par Z = 'RU. Quelle
est la loi de Y= 2 727

2
d) En déduire que la variable aléatoire > 1 ; U; 2 suit la loi T (202 - > >

e) Soit p un réel donné vérifiant 0 < p < 1. Etablir Pexistence d’un réel ¢, ne dépendant
pas des parametres inconnus a, b et 02, tel que

p QZ 02 > D -

Dans les questions 10 et 11, on suppose qu'une (n + 1)-iéme valeur de X, notée x,,41, est choisie
mais que la valeur correspondante y,+1 de ) est inconnue. On suppose que y,+1 est la réalisation
d’une variable aléatoire Y, ;1 qui vérifie Y1 = azn41 + b+ Upy1, ou les variables aléatoires
Uy, Us,...,Uy+1 sont mutuellement indépendantes et de méme loi N(0, 02).
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11.

L’ensemble {}Afn(i)l ; 7 € R"} est 'ensemble des « prédicteurs linéaires » de Yj,11.

a)

Soit g la fonction définie sur R™ & valeurs réelles, telle que, pour tout r = (r1,72,...,7,)
de R"”,

g(r1,re, ... rn) = Zr?

. x;—X )
On rappelle que, pour tout i € [1,n], a; = — 5—- Montrer que la fonction g admet
nsy
un minimum absolu sous les contraintes > ;' ;7 = 1 et D1 &1y = Tpy1, atteint en
*

I'unique point 7* = (r},r5,...,7)), ol, pour tout i € [1,n],

1 _
i =— 4 (Tnt1 — X)a,.
n
Montrer que parmi les prédicteurs linéaires ?751)1 de Y,41 qui vérifient E(}Aféi)l) =
E(Y,,+1) pour tout (a,b) € R?, }A/;Efl) est celui qui a la plus petite variance. Vérifier que
V) = Aynir + Ba.

n
Déterminer la loi de la variable aléatoire Y, +1 — (Apzp+1 + Byp).
On note ® la fonction de répartition de la loi N'(0,1). Soit p un réel donné vérifiant

% < p < 1. Justifier I'existence d’un réel d,,, que I'on exprimera & 1’aide de ®~!, ne
dépendant pas de a, b et o2, tel que

P ([|[Ynt1 — (An@ns1 + Bn)| < dnol) = p.

En déduire, a l'aide de la question 9.e, un intervalle dont les bornes ne dépendent que
des (Yi)i<i<n, des (x;)1<i<n+1, de ¢, et dp, qui contienne Y,y avec une probabilité
supérieure ou égale a 2p — 1. S’agit-il d’un intervalle de confiance au sens usuel du
terme ?
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