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1 Exercice 1

Themes abordés : algébre bilinéaire ; réduction ; applications linéaires.

On note M, 1(R) I'ensemble des matrices colonnes a n lignes a coefficients réels, M, (R) I’ensemble
des matrices carrées de taille n & coefficients réels, et U la transposée d’une matrice U. Pour
M € M, (R), on pose

ker(M) ={X € M, 1(R) | MX = 0}, Im(M)={MX | X € M,1(R)}.
On munit M,, 1(R) du produit scalaire canonique (X,Y) = ‘XY et l'on note | - || la norme
associée.
On considére une matrice A € M, (R) et un entier naturel non nul & tels que A*¥ =*A. On pose
B ="4A € M,(R).
1. Calculer 'B et établir que, pour tout X € M, 1(R),
(BX, X) = | AX]*.

Démontrer que toutes les valeurs propres de B sont réelles et positives.
Prouver que B¥ = B. Quelles sont les valeurs propres possibles de B ?
Justifier que B? = B.

Montrer que ker(B) = ker(A), puis que Im(B) = Im(A).

Etablir que, pour tout X € Im(A), [|AX|| = || X].

A

2 Exercice 2

Thémes abordés : fonctions de plusieurs variables; suites; Python.

On considere la fonction f définie sur R? par

Yoy €R: (o) = £ [0 - ) + 20— y) + 2]

et la suite (uy)n>0 définie par
Yn>0,  uppo = f(tn,uns1),  (uo,w1) € [0,1]%

1. Etude de f.

a) Si (a,b) est un point critique de f, justifier que a = b, puis déterminer tous les points
critiques de f ainsi que la valeur de f en chacun de ces points critiques.
On admettra dans toute la suite que

2 1
Viwy) €RE, floy) € S +yP) - 1t R

2t t?
b) Préciser le ou les extrémums de la fonction g : t € Ry — TS

¢) Démontrer que la fonction f possede un maximum et qu’elle n’est pas minorée.

2. Programmation de (uy)n>0. Ecrire une fonction Python qui demande a l'utilisateur un
entier IV ainsi que les valeurs initiales ug, u1, et calcule la valeur correspondante uy.
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def terme_u(N, u0, ul):
if N == 0:
return u0
if N ==
return ul
u, v = u0, ul
for _ in range(N - 1):
u, v =v, (W2 * (1 - ux*2) + v**2 * (1 - v**2) + 2%u*xv) / 5
return v

3. Etude de la suite (un)n>0. On considere la suite (ay)n>0 définie par
2
Vn € N, (pto = 5(an + ant1), agp = ug et a1 = u1.

a) Démontrer que, pour tout n > 0, 0 < u, < 1. En déduire que, pour tout n € N,
Upto < 5(“71 + un-i—l)'
b) Justifier que, pour tout 7 > 0, u, < ay.

c) Etablir existence de quatre réels X, y, 7, s tels que, pour tout n € N, a, = A" + us",
puis étudier la convergence de la suite (up)n>0-

3 Probléme

Thémes abordés : probabilités discrétes; variables a densité; intégrales généralisées ; applications
linéaires ; Python.

Soit « un réel ; on note | x| sa partie entiére, c’est-a-dire 'unique entier N tel que N <z < N +1.
Soit X une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (2, A, P). On définit la discrétisée

de X, notée X, par
Yw € €, Xg(w) = | X (w)].

Partie I : Calculs de discrétisées

1. Programmation. La fonction Python floor(x) renvoie la partie entiere du réel x et la
fonction random() renvoie un réel aléatoire de [0, 1[ suivant la loi uniforme sur cet intervalle.
On rappelle que si Z suit la loi uniforme sur [0, 1], alors, pour a € R4, aZ suit la loi uniforme
sur [0, al.

Soit X une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur [0,a] (a € R;) et Xy sa discrétisée.
Ecrire une fonction Python qui, & un réel a positif fourni par 1'utilisateur, renvoie une
réalisation de Xj.

from random import random
from math import floor

def discretisee_uniforme(a):
return floor(a * random())

2. Soit X une variable aléatoire possédant une densité f. Montrer que

k+1
VkeZ, P(Xi=k) :/k () da.
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3.

Soit N un entier naturel non nul et X une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur
I'intervalle [0, N]. Déterminer la loi de X4 (on précisera les valeurs prises par X ).

. Etablir que I'on définit bien une variable aléatoire discréte Y en posant

Y@ ={12,....9}, VkeY(Q), PY =k = ln(110) = (k_l:1> '

Proposer une densité f telle que, si une variable aléatoire X possede f pour densité, alors
sa discrétisée X4 suit la loi de Y.

. Soient X une variable aléatoire suivant une loi exponentielle de parametre A € R et n un

nX
entier naturel non nul. On pose Y,, = [nX] .
n

a) Justifier que la variable nX possede une densité f,,, que l'on précisera.

b) Donner la loi de la variable |nX |. Vérifier que [nX | 4 1 suit une loi connue, dont on
donnera le nom et le parameétre.

c¢) Soit x € Ry. Prouver que

P(Y, <z)=1-—exp (—W) .

d) Donner un encadrement simple de , puis montrer que la suite (Y7,),>0 converge en

loi vers une variable aléatoire Y dont on précisera la loi.

Partie II : Discrétisées et lois « polynomiales »

On note R, [X] Pensemble des fonctions polynémes a coefficients réels de degré au plus n et, pour
tout k € {0,...,n}, on pose e : x € R+ 2F. Si Q € R,[X], on pose u(Q) la fonction définie sur

R par
x+1
VeeR,  u(Q)(x)= / Q(t) dt.
X

1. Pour tout entier k € {0,...,n}, calculer u(eg), puis exprimer u(ey) en fonction de ey, ..., e,.
2. Etablir la linéarité de u et justifier que si Q € R,[X], alors u(Q) € R, [X].

3. Etablir que la famille (u(ey))o<k<n est une base de R,,[X].

4. Justifier que, pour tout polynéme R € R, [X], il existe un unique polynéme Qg € R,,[X] tel

x
. En considérant n = 1, expliciter Qg lorsque, pour tout x € R, R(z) = —.

que

z+1
Ve €R,  R(z) = / Qr(t) dt.

6

. Soient N un entier naturel et X une variable aléatoire dont f est une densité.

a) On suppose qu’il existe un entier naturel n et un polynoéme @ € R,,[X] tels que

Q(z) sizel0,N+1]

0 sinon.

Vr € R, f(a:):{

Etablir I'existence d’un polynéme R € R[X] tel que

Xd(Q) = {0, e ,N}, vk € Xd(Q>, P(Xd = ]{?) = R(k))
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b) On considere la variable aléatoire discrete Y définie par

Y(Q) ={0,1,2,3}, VkeY(Q), PY =k)= g

Montrer qu’il n’existe aucun polyndéme @ € R[X] tel que f(z) = Q(x) pour tout
x € [0,4] et tel que Y soit la discrétisée de X. Indication : procéder par ’absurde et
constater que l'une des propriétés des densités n’est pas satisfaite.

Partie III : Variables dénombrables et discrétisées

On considére une variable aléatoire Y définie sur (2,.4,P) ainsi qu’une fonction g : Ry — Ry
qui soit de classe C? sur R, et telles que

Y(Q) =N et VkeN, PY =k)=gk).

En particulier, la série > ;- g(k) converge et ZLOB g(k) = 1. On suppose en outre que g est
décroissante et qu’il existe un réel C' > 0 tel que

C C
R ! < —= " < —.
Vz € +> |g (I’)’ = (1 —|—l’)2 et |g ($)| = (1 + .%')2

Pour tout réel z, on pose

+o0
fa) = —kz_%g(:nij‘) sixz >0,

0 siz < 0.
1. Soit z € R4. Prouver la convergence de la série ;. g (z + k). Quel est le signe de f 7
2. a) Etablir que, pour tous (z,a) € (R;)? et tout k € N,

Clz — al
/ /

— < — .
Ig@+k)sﬂa+@L_% 02

b) Prouver I'existence d’un réel D > 0 tel que, pour tous (r,a) € (R})?,
[f(x) = f(a)] < D]z — al.

Justifier la continuité de f en tout réel a € R,.

3. Soit t un réel positif. Pour tout entier N, on pose

N 400
Sn(t)==> ¢ t+k), Rxt)=- > d{t+k).
k=0 k=N+1

a) Démontrer que, pour tout k > 1 et tout ¢t € Ry,

1 1 1
< _
t+k+1)2 " t+k t+k+1
. C
puis que, pour tout N >0 et tout t € Ry, |Ry(t)] < Nil

b) Prouver que

VN €N, /01 Ft)dt = g(0) — g(N +1) + /01 Ry (t)dt.

at
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c) Justifier que limg_, o g(k) = 0 et que

[ 1wt =g0)

4. a) Vérifier que, pour tout t € Ry, f(t+1) — f(t) = ¢'(t), puis que

puis que, pour tout x € R,

SLxJ S/O f(t)dtﬁSLIJJrl.

En déduire la convergence de 'intégrale 0+ °° f(t) dt et préciser sa valeur.

¢) Démontrer que f peut étre considérée comme la densité d’une variable aléatoire X et
que sa discrétisée Xy suit la méme loi que Y.

6
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