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EDHEC

Mathématiques approfondies

Corrigé du sujet adapté — 2013

Les questions et sous-questions conservent la numérotation de 1’énoncé adapté.

Exercice 1

n

aj+-+tan

Exercice 1 — Séries de terme général

(an)n>1 strictement positive, Y ai convergente, Ay, = a1 + -+ an et up = 4.

Corrigé — Exercice 1.
1. Premier exemple : a,, = n(n+1).

11 (n+1)—n
a) n n+l = n(n+1)

_ 1 . , . .
=g Les sommes partielles sont télescopiques :

1

N N
Zak:z<k_k;+1>:1_]\f+l N—+00 1

k=1
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> — conv t Yy — =1
nCOIl erge e
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b) A, = 2221 K2+ ZZ:1 k= n(n+1)6(2n+1) + n(n2+1) _ n(n+1)6(2n+4) _ n(n+1§(n+2).
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¢) un =3 (7 — ) done Ty un =3 (5 — wh) = 5.
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+oo
Z un converge et Z Uy =
n=1

2. Deuxiéme exemple : a,, = nl.

a) On calcule le produit 2 x 3 X - -+ x n par une boucle :
def fact(n):

p=1

for k in range(2, n + 1):
P=p*k

return p
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b) On calcule A, = 1!+ 2!+ -+ nl, puis on renvoie 4~ :
def u(n):
s =0
for k in range(l, n + 1):
s = s + fact(k)
return n / s

A 7. . x™ 7
c) On reconnait la série exponentielle : 3, -, 7y converge pour tout réel x, de somme
e’. Pourz =1:

1

+oo 1
E aconvergeet Elm:e—l.
n=

d) Tous les termes de A,, sont positifs, donc 4,, > n!, d’ou

n._n 1
Up=—< — = ———.
" A, Tl (n—1)!
e) On a0 < u, < ﬁ et D o1 ﬁ = > m>0 nll, converge, de somme e. Par le

critére de comparaison des séries a termes positifs, > u, converge et anl Uy < €.
Or e < 2(e — 1), puisque cela équivaut a e > 2.

Zunconvergeet Zun\e 2(e—1) —22—

3. Inégalité de Cauchy-Schwarz.

Dans R™ muni du produit scalaire canonique, on pose z = (\/aq,.. \/an) et y =

(\/%7 \/%, e V%) Alors (z,y) = S0 k, ||lz]|? = Ay et |ly]|? = 3p_, & o - L'inégalité

de Cauchy-Schwarz (z,y)? < ||z||?||ly||*> donne :

1 4 2
(IT+2+--+n)P < (a1 4 +an) <++--~+>.
al ag Qp,

4. Cas général.

a) On pose B, = Y1, & o Comme 1+ +n= "(n;l), on obtient TLQ("47H)2 < A, B,.

Comme A, >0, on a Aln < %. On multiplie par 2n + 1 > 0 et on remarque
que
2n+1 (n+1)2-n% 1 1

n2(n+1)2  n2(n+1)2 02 (n+1)2
2n+1 1 1 " k2

<4 - — )3 &
A, (n2 (n+1)2)kzlak

b) On somme pour n de 1 & N et on intervertit les sommes finies (1 < k < n < N).
La somme intérieure en n est télescopique :

FAS S () e ()

N
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Chaque terme % (1%2 - ﬁ) est majoré par i

N N
on+1 1
VN € N*, T Yy~
;a1+---+an 2

c) On note S = Z;"{ i Les termes é sont positifs, donc les sommes partielles de

> % sont majorées par 4S. Une série a termes positifs dont les sommes partielles
n

sont majorées converge, donc Y 22‘—“ converge. Ensuite, u, = 4~ < 22”1: L donc
n n

N)\}—t

Les sommes partielles de la série a termes positifs > u, sont donc majorées : elle
converge, et un passage a la limite donne le résultat.

“+oo “+o0o 1
u, converge et Up < 2 —.

Exercice 2

Exercice 2 — Hyperplans stables

E de dimension n > 2, f € L(E).

Corrigé — Exercice 2.

1. Premier exemple.

On note (eg, ea, e3) la base canonique. Alors f(e1) =0, f(e2) = e et f(es) = 2e; + 3eq,
donc
Im f = Vect(eq, 2e1 4+ 3e2) = Vect(eq, e2).

La famille (ej, e2) est libre, donc dimIm f =2 =3 — 1. Pour y € Im f, f(y) est encore
une image par f, donc f(y) € Im f.

Im f = Vect(e, e2) est un hyperplan de R? stable par f.

2. Deuxiéme exemple.

a) On a M — I3 = J, ou toutes les entrées de J valent 1. Comme rgJJ =1 < 3, 1 est
valeur propre de f, et le théoréeme du rang donne dim ker(f — Id) = 2. Par ailleurs,

1 1
M1 =4|1], donc 4 est valeur propre de f, et son sous-espace propre est
1 1

de dimension au moins 1. La somme des dimensions des sous-espaces propres est
majorée par 3, donc ces dimensions valent exactement 2 et 1, et il n’y a pas d’autre
valeur propre.

[Sp(f) ={1,4}.]
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b) Par a), ker(f —Id) = {(z,y,2) € R3: x+y+ 2z =0} est de dimension 2 : c’est un
hyperplan. Si f(v) = v, alors f(f(v)) = f(v), donc f(v) € ker(f —Id).

ker(f — Id) est un hyperplan de R?® stable par f.

3. L’endomorphisme f*.

On note A la matrice de f dans B et X,Y les colonnes des coordonnées de x,y dans B.
Comme B est orthonormale, (z,y) = XV

a) (f(z),y) = (AX)Y =X'AY =X('AY) = (z, f*(y)), car 'AY est la colonne des
coordonnées de f*(y).

V(w,y) € B>, (f(x),y) = (2, [ (y))-

b) Soit g € L(F) vérifiant la méme relation. Pour tous z,y, on a (z, f*(y) — g(y)) = 0.
Avec x = f*(y) — g(y), on obtient || f*(y) —g(y)[|* = 0, donc g(y) = f*(y) pour tout
Y.

‘ f* est 'unique endomorphisme vérifiant cette relation. ‘

4. Existence d’un hyperplan stable.

a) A est valeur propre de f, donc A— I, n’est pas inversible. Une matrice est inversible
si et seulement si sa transposée 'est. Ainsi {A — \I,,) = A — \I,, n’est pas inversible.

‘/\ est valeur propre de f*. ‘

b) Onawu # 0, donc dim Vect(u) = 1, et dim(Vect(u))* = n—1 car dim F+dim F*+ =n
dans un espace euclidien. Soit z € (Vect(u))*. Alors

(f(2),u) = (z, f*(u)) = Mz, u) =0,
donc f(z) € (Vect(u))*.

(Vect(u))* est un hyperplan de E stable par f.

Exercice 3

Exercice 3 — Maximum de variables sans espérance

f(x) = 525 si |z > 1, 0 sinon ; S, = max(Xy,...,X,) et Y, = Sn,

Corrigé — Exercice 3.

1. Densité.

1 1
502 Z) — 5 lorsque
2

f est positive et continue sur R, sauf en £1. On a flA dz % (1 —
A — 400, donc ;7> f converge et vaut % Par parité de f, [~ f =

. Comme f est
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nulle sur | — 1, 1], on obtient [T2° f = 1.

|/ est une densité de probabilité. |

2. Fonction de répartition F.

Pour z < —1, F(x):ffoo%:—%. Pour -1 < z < 1, F(z) = F(-1) = 3. Pour
21, Flz)=5+ [ s =1~ 5,
Fa)=—o @<—1), Fa)=: (-1<z<1), F@)=1- (2>1)
)= ———Trx —1) r)= s —1lxTx ) rT)=1—— (=
2z 2 2z

3. Fonction de répartition G,.

Ona [Y, < z] =[S, < nz| = N2 [ Xk < nx]. Les X sont mutuellement indépendantes,
donc Gy (x) = F(nx)™.

4. Majorations.

a) G, est une fonction de répartition, donc croissante. Pour = < 0 :

b) Soit > 0. On pose ny = {%J + 1 € N*. Alors ng > %, et pour n > ny, % <= <z

Pour ces n, on a z > %, et la question 3 donne :

1
no

1 n
Vx>0, Ing € N*, Vn > ngy, Gp(z)= (1 - ) )
2nx

5. Convergence en loi.

a) Pour # < 0,0 < Gp(z) < 5 — 0. Pour z > 0 et n > ng, on a Gy(z) =

exp (n In (1 — L)) Comme In(1 + h) ~ h, 'exposant est équivalent a n x
h—0

2nx

(—ﬁ) = —%. Par continuité de I’exponentielle :

G(z)=0 (z<0), G(z) = e V2 (2 >0).

b) On vérifie les propriétés d’une fonction de répartition a densité :

e G est continue sur | — 0o, 0] et sur |0, +-00], et lim,_,q+ e~1/(2*) = 0 = G(0), donc
G est continue sur R.
e G est de classe C! sur R*, avec G'(z) = f;;jm

pour x < 0, donc G est croissante.

>0 pour z > 0et G'(z) =0

e lim (oG =0cetlim; G = el =1.

at
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’G est la fonction de répartition d’une variable a densité.

c) Pour tout réel x, donc en particulier en tout point de continuité de G, on a
Gn(z) = G(x).

Y, LN Y, ou Y a pour fonction de répartition G.

. 1
6. Loi de v

P(Y <0) = G(0) =0, donc Y > 0 presque sfirement et Z = < est bien définie presque
stirement, & valeurs strictement positives. Pour z < 0, P(Z < z) = 0. Pour z > 0, G est
continue, donc

P(Z<z)=P(Y>1)=1-G(L)=1-c

Probléme

Probleme — Partie I — Intégrales de Wallis

Up = foﬂ/Q(sin t)™ dt.

Corrigé — Probléme.

1. Premiéres propriétés.

a) up =75 et u; = [—Cost]g/2 =1

s
U0:§, U1:1.

b) Pourt € [0,5], 0 <sint < 1, donc (sint)"** < (sint)™. Par croissance de I'intégrale
(bornes dans 'ordre croissant) :

‘u,ﬂ_l < up : (up) est décroissante.‘

c) La fonction ¢ — (sint)" est continue et positive sur [0, 5], et elle n’est pas iden-
tiquement nulle (elle vaut 1 en 7). Les bornes sont dans I'ordre croissant, donc
up > 0. Ainsi (u,) est décroissante et minorée par 0 ; par le théoréme de la limite

monotone :

‘Vn eN, u, >0, et (uy) converge.‘

2. Relation de récurrence.

a) Les fonctions ¢ — (sin¢)"*! et t — — cost sont de classe C' sur le segment [0, 5].
On integre par parties :
w/2

/2 /2
Upto = / (sint)"*sint dt = [— cos t(sin t)”“}o +(n+1) / cos? t(sint)™ dt.
0 0

6
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Le crochet est nul et cos?t = 1 — sin?¢, donc upi2 = (n 4+ 1)(un — Ups2).

‘ (n+ 2)upt2 = (n+ Duy,. ‘

s | .
b) Par récurrence sur n. Pour n = 0, @(})Wg = 5 = up. On suppose la formule vraie

au rang n. Par a), avec 2n :

2n+1 2n+1)2n+2) (@2n)! (2n + 2)! T
U = —U = . - —_ = - —
T gn 2" @n+22 (@2 2 (@eti(n 1)) 2
2n)! ™
Vn € N, Uon = (;717-3)2 X 5

c) On pose v, = (n+1)upt1uy. Par a), vp41 = (n+2)upt2 Unt1 = (n+1)up upt1 = v

La suite (v,,) est donc constante, égale a v = ujug = 3.

VYneN, (n+ Duppiu, = g

d) On applique c¢) avec 2n, puis b) :

™ (27n!)?
U = = .
T 020+ Dugn (204 1) (20)!

(27n!)?
Uoptl = Qnt 1
3. Equivalent.
a) On a u, > 0 et, par 2a), UZIQ = Z—i;
lim 2 g,

n—-+oo Un

b) La suite est décroissante, donc u, 2 < Uny1 < Up. On divise par u, > 0 : 2 <

Un
“nil < 1. Par le théoréme d’encadrement :
n

. Un+1
lim —F

n—-+oo Un

=1.

2 __ ™ L _Un Un 2 ke
c) Par 2¢), u; = S g OF gy = let n+ 1 ~mn, donc up, ~ 55, Comme

u, > 0, on passe a la racine carrée (compatible avec les équivalents) :

™
U ~ —.
" hstoo \ 2n

Probléme — Partie IT — Etude de I(z)

I(z) = 5

1 —zxt
=1 ==t
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Corrigé — Probleme.

1. Convergence.

est continue et positive sur | — 1,1[. On écrit V1 — 2 = /1 — t/1 + ¢,

g:t—
d’ou

—xt
\/1 2
ﬁ 1 (t) i 1
t=1 /2 (1 —t)1/2’ A V2 (1+t)1/2

Ce sont des intégrales de Riemann convergentes (exposant = 5 < 1). Par le critere
d’équivalence pour les fonctions positives :

g(t)

‘I (z) converge pour tout réel x. ‘

2. Deux inégalités.

a) Pour t € [0,1[ et z > 0, 0 < e < 1, donc 0 < g(t) < \/11_7 On fait le
changement de variable ¢t = sin @ : 6 — sin 6 est de classe C!, strictement croissante
et bijective de [0, [ sur [0, 1[, donc les deux intégrales sont de méme nature. Comme

V1 —sin%6 = cosf >0 :

/2 0059

1 T
/o \/1—t2 cos9 2

1
dt < M =

e
7T/0 Vi—e o o 2°

b) Pour u € [0, %], l1—uce [%, 1], donc 1 —u < 1 et \/Lu > 1. Pour autre inégalité,

les deux membres étant positifs,

1
: <l4u <= 1< (1+uw)?(l-u) =1+u—1’—u® <= u(l-—u—1u?) >0.
—u
La derniére inégalité est vraie, car u + u? < % < 1.
Yu € [0,5], P
1—u
3. Intégrales auxiliaires.

a) La densité de Z — N(0,3) est t — ﬁe*"?. Donc [TXePdt = /7, et
[t e dt = yTE(Z%) = VT V(Z) = @ Les fonctions intégrées sont paires,

donc :

+oo +o0
/ et — VT / eV dt = ‘f.
0 0

—xt

b) L’intégrale converge en 0, car 0 < 67 < % (Riemann). On fait le changement

de variable t = > : y “?2 est de classe C!, strictement croissante et bijective

x
de 0, \/z] sur ]0, 1], donc les intégrales sont de méme nature. On a dt = 2% du et
LV g
i T Cu d’ou

1 g—at 2 VT 2
dt = —/ e " du.
/0 Vi Vv Jo
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Comme foﬁ e~ du — @ #0:

/“fdt 2 VT
0 Vit z—too /T 2

813

c) Avec le méme changement de variable (ici sur un segment, v/t =

V)

1 VT 9 9 VT
/ e "Ntdt = / L —/ uZe=% du.
0 0 \/.E x .Tﬁ 0

Comme cette derniére intégrale tend vers @ #0:

1
/ e TNtdt  ~ VT .
0 z—+00 224/T

4. Equivalent de I(z).

a) On fait le changement de variable affine ¢t = u — 1, bijection C* de ]0,1] sur | — 1, 0]
(intégrales de méme nature). Ona l—t* =(1—t)(1+t) =2 - wu=2u(l - %)
et e ™ = e%e % d’ou :

/O e—:pt dt B em/l e—mu du
V112 V2Jo fu(n -y '

b) On note J(z) I'intégrale de droite, A(z) = f; \_/T du et B(z) = [ _x“fdu Pour

1 1
u €]0,1], § € [0, 5], donc 2b) donne 1 < T S <1+3. On multiplie par f >0

et on integre : .
A(z) < J(x) < A(z) + iB(x)

Par 3b) et 3c), ﬁgg ~ 5= — 0, donc j((x)) — 1, c’est-a-dire J(x \/> On
décompose

x

™2

—_

I(x) = J(x) + R(z), avec 0 < R(z) < = par 2a).

\)

Le premier terme est équivalent a

:\;Q\/% = \/%, qui tend vers +oo. Donc R(x)
est négligeable devant ce terme, et :

I(z) ~

Probléeme — Partie IIT — Application probabiliste

X,Y indépendantes de loi P(N).
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Corrigé — Probleme.

1. Expression de P(X =Y).

([X = k])ken est un systéme complet d’événements, donc [X = Y] = Upen([X =
k] N [Y = k]), union d’événements deux & deux incompatibles. Par o-additivité, puis
par indépendance de X et Y :

= JiOIP’(X = k)P(Y =
k=0

)\Qk

2. Développement de I(z) en série.

a) Soient t € [—1,1] et > 0. Pour u compris entre 0 et —tz, u < |u| < [tz < z, et
I’exponentielle est croissante, donc e* < e*. La fonction exp est de classe C2"1 et
toutes ses dérivées sont égales a exp. L’inégalité de Taylor-Lagrange a l'ordre 2n
entre 0 et —tx donne :

2n (—t$)j ‘t‘2n+1x2n+1

ey

= ! S (2n+1)!

x

b) On fait le changement de variable ¢ = sin 6, bijection C! strictement croissante de
[0, 5] sur [0, 1] (intégrales de méme nature) :

/2 (i k
/ (sin @) cos@dg .
0 cos 0

’2

1
=
=

dt = U -

1
Vk € N, /7
0 VvV1-—t2

c) Les intégrales fil \/%dt convergent, car [t/| < 1 (question I1.1). Pour j impair,
I'intégrande est impaire, donc l'intégrale est nulle. Pour j = 2k, elle vaut 2uq par
parité et b). Avec 1.2b) :

1 /1 (—ta)?k 5t — 222k 9y, B x2k
(

2RI =2 w(2k) (k1222
Donc + f Z ;f \/fl%t > k=0 % Par linéarité, inégalité triangulaire
et a) :

| zn: p2ntlex ‘t‘2n+1 p2ntlez gy
2 2k | | n+1-
Z (k)22 m(2n+ 1) /- e m(2n +1)!
n 33‘2k 2w2n+lex
I(l‘) — NS U2n+1-
| kz:% (k2226 | = r(2n + 1)1 "

d) (up) est décroissante, donc ug,41 < ug = 7, et le majorant de c) est inférieur a
27L+1 . A
(2n Jrl),e Ce majorant tend vers 0 lorsque n — 400 : c’est le terme général de la

série exponentielle, qui converge. Donc les sommes partielles convergent vers I(z) :

+o0 :UZk

Ve >0, I(z)= 7smor.
= (k:!)Q 22k

10
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3. Equivalent de P(X =Y).

On a 6‘;;2 — (5@2!))\T)22§k’ donc par 1 et 2(;1)7 I[D(X — Y) = 672>‘I(2)\). LOI’SQUG A — —+00,

2\ — 400, et 11.4b) donne

62)\ 62)\
I(2\) ~ = .
(23) dr A 2vwA
1
P(X = ~ —.
( ) A—=+o00 2/ A

11



