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Mathématiques approfondies — Mathématiques 11

Corrigé du sujet adapté — 2013

Les questions et sous-questions conservent la numérotation de I’énoncé adapté. On note ¢ = 1 —p.

Partie I — Polynémes factoriels ascendants et lois binomiales
négatives

Partie I — Factorielles ascendantes et loi BN(r,p)

Questions 1 a 6.

Corrigé — Partie 1.
1. Changement de base.

a) X2 = X241 X et XO® = X34+3X24+2X. Donc :

X2=x® _ x X3 =x® _3x®@ 4 x1,

b) X® = X*+6X3+11X2+6X, donc

Xt=xW _6(x® —3x@ 4 x) —11(x® - xV) —6xV,

X4=XxW _6x® 7x@ _ xO,

c) X% est unitaire de degré k. La famille (X ... X)) est donc échelonnée en
degré : elle est libre et compte n + 1 éléments, c’est une base de R, [X].

X" e Vect(X0 ..., x).

2. Formule du bindme ascendante.

a)

D = (p )

b) Par a), rk 1) sk 4 k) gn—kt1) — k) (=) (£ ) + (s + 1 — k).

(r 4 5 + n)rk) gln=hk) — pht1) gln—k) | (k) g(n—k-+1),

c) Récurrence. Le cas n = 0 est clair. Si la formule est vraie au rang n, alors par a) et
b) :

(r 4 )"t = Z (Z) (r<k+1>5<n—k> + r(k)(s(n—i-l—k))‘
k=0
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Apres le décalage d’indice Kk — k — 1 dans la premiére somme, la formule de Pascal
(20 + () = (";") donne :

(r+ )™ = i <Z>r<k>s<nk>.

k=0

3. Une série de type binomial.

a)

Upy1  (r+n+1)z
Up n+1 n—+o00

> T.

b) Comme z < 132 il existe N tel que L 12 pour n > N (les uy, sont > 0). Par
récurrence :

1 n
Vn €N, UN+n<uN( —;—m)

¢) Comme 0 < 1+7x < 1, par encadrement :

lim u, = 0.
n—-+o0o

d) Formule de Taylor avec reste intégral : si ¢ est de classe C"! sur [0, z], alors

ooy =3 2t [ e,

pr S n!
Pour ¢(t) = (1 —t)7", de classe C°° sur | — 0o, 1[, on a par récurrence @) (t) =
) (1 —t)~"=F. Le reste vaut rt fo g ::: a %TH = R,.
n (k)
r r

e) Pourte[0,z] :x—t>0etl1—t>0,etz—t<x(l—t) < t(1—x)>0.Donc

0< z-t <.
1—-t¢
Par ailleurs, (1 —¢)™""! < (1 —2)7""! sur [0,z]. Donc 0 < R,, < T<2+!1>x" ~x(l—

)

0< R, <uy.

f) Par c) et e), R, — 0 ; par d), les sommes partielles convergent vers (1 —z)™".

St
= n! (1—2a)
4. Normalisation.
Avec z =1 —p €]0, 1] dans 3.f) :
T (k)
r _

Zﬁpr(l_p)k :prp T— 1.
k=0




HEC — ESCP — Mathématiques II — 2013 G. Bignon

5. Moments factoriels.

a) X, =0si X <n,et X;, = (Xxf'n), sinon. De plus ) = 7 (4 n) =" pour k > n.
Les termes de la série sont positifs, et par 3.f) appliquée & r + n :

B r(k> r+n () o
Z m?pqu — prT‘(n>qn Z %q] — p’V',,,.<n>qnp r TL‘
k>n n): . >0 4!
1— n
mxwzﬁm<zv‘
p
b) Comme en 1.c), X™ est combinaison linéaire de X, ..., X,, (polynémes de degrés

échelonnés). Par linéarité, X admet des moments de tous ordres. E(X) = E(X}), et
E(X?) = E(Xs) + E(X), d’ou

2 2
Vx) = r(r+ )L 4rd 2L TP
p p
r(1-p) r(1-p)
E(X) = , V(X) =
(X) ) (X) pe
6. Stabilité.
Par indépendance, pour n € N :
n o (k) o(n—k) r+s,n N
— — r S r+s n p q n k) o(n—k)
) A g Y (),

= k! (n—k)! nl = \k

Par 2.c), la somme vaut (r + ).

‘Z'—)BN(T—FS,])).‘

Partie II — Inégalités stochastiques

Partie II — Ordre stochastique et intervalle de confiance

Questions 7 a 13. On note « X <Y » pour « X est stochastiquement inférieure a Y ».

Corrigé — Partie II.

7. Inégalité ponctuelle.

[X > 2] C[Y > z], d’ou par croissance de P :

8. Un exemple gaussien.

a) X+1etY —1 suivent N(0,1). Par indépendance, P([X > 0]N[Y <0]) =P(X+1 >
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DHP(Y —1 < —1).

B(X > 0] [Y < 0]) = (1— ®(1))(~1) = (1 — @(1))>.

b) PIX>z)=1-®(z+1)<1—-P(x—1)=P(Y > z), car ¢ est croissante.

c) Non:P(X >Y)>P([X >0/ n[Y <0]) = (1-®(1))%>0.

‘Il existe w tel que X (w) > Y(w).‘

9. Cas entier.

Si X <Y,alorspour k e N, P(X > k+1) <P(Y > k+ 1), cest-a-dire P(X < k) >
P(Y < k). Réciproquement, pour = < 0 les deux probabilités valent 1. Pour z > 0, avec
k=|z]—-1€N:

PX>2)=1-P(X <k)<1-PY

N

k) =P > x).

| X <Y <= VEeN, P(X <k)>P(Y <h) |

10. Lois de Poisson.

a) Stabilité des lois de Poisson : la somme de deux variables indépendantes de lois
P(0) et P(A — 0) suit la loi P(N).

(X +Z PO

b) Z > 0 presque strement, donc [X > z] C [X + Z > z] & un événement négligeable
pres. Par 7, P(X > 2) < P(X+Z > z) =P(Y > ), puisque X + Z et Y ont méme
loi.

XY

11. La fonction F.

a) On met a jour le terme général %e‘t par multiplication par jﬁ :
import numpy as np

def suite(k, t):
terme = np.exp(-t)
s =0
for j in range(k + 1):
s = s + terme
terme = terme * t / (j + 1)
return s

b) ¢+ F(t, k) est dérivable sur |0, +00[ et, par télescopage,
i1 A

atF(t,k):Z(j_l)!e_t—Zﬁe =—7¢ <0.

j=1 7=0

Elle est continue et strictement décroissante, de limite 1 en 0 et 0 en +o0o. Par le
théoréme de la bijection, elle réalise une bijection de |0, 4oo[ sur ]0, 1.

VB €)0,1], 3N M(B,k) >0, F(M(B,k),k) = 3|
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12. Les variables V =G(X — 1) et W = G(X).

a) G(k) - 1> « quand k — 400, donc {k, G(k) > a} est une partie non vide de N :
elle admet un minimum. Par minimalité, et en posant G(—1) =0 :

(G(Lo —1) < a < G(Ly).|

b) G est croissante, donc G(k) > o <= k > L,. D’ou [W < a] = [X < L, — 1]
et [V >a] =[X > Ly + 1] : ce sont des événements. Plus généralement, V et W
sont des fonctions de la variable discrete X : elles prennent un nombre au plus
dénombrable de valeurs, et [W = w] = Uy, ¢(r)=w[X = k] est un événement.

‘ V et W sont des variables aléatoires discretes. ‘

)

P(W <o) =G(La—1), P(V=>a])=1-G(La) |

d) Pour z €]0,1[, P(U > z) =1 — x.
e PVZ2ua)=1-G(Ly)<1l—zetPW>2z)=1-G(Ly—1)>1—=x.
e Pour z < 0, toutes les probabilités valent 1.
e Pour x > 1, elles sont nulles.

e Pourz=1,P(U >1)=0.Deplus [V >1]=[G(X —1) =1] C Uper[X = K,
oun K ={k, P(X > k)=0};donc P(V >1)=0.

13. Intervalle de confiance pour le parameétre d’une loi de Poisson.

a) E(%) =4.

~ n . o .
X,, = — est un estimateur sans biais de 6.
n

b) S, — P(nh) (stabilité), de fonction de répartition G(k) = F'(nf, k). On applique
12aX=S5,: W=F(nb,>S,) etV =F(nd,S, —1). Par 12.c) et 12.a) :
e P(W < 5)=G(Lypp—1)<5;
cavee f=1- 8, B(V > ) =1-G(Ly) <1-f=%.

P ([F(nf, Sp) < 2]) < % P ([F(nf, S, —1)>1-9]) <

a
5

c) t— F(t, k) est strictement décroissante (11.b).
o [0>J]=[n0>M(5,5,)] =[F(nd,S,) < 5]
e Sur[S,>1],[0<I]=[F(nd,S,—1)>1—%];sur[S, =0],1=0<0.
Par b), P(0 > J) < § et P(0 < 1) < g, dou:

P(I(X1,..., Xn) <O J(X1,..., X)) > 1—a

[1, J] est un intervalle de confiance de 6 au risque au plus a.

at
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Partie III — Lois de Poisson mélangées

Partie III — Mélanges de lois de Poisson

Questions 14 a 17.

Corrigé — Partie III.

14. Convergence.

t+ 1"~ est bornée sur Ry (par n"e™™), donc 0 < t"e~t f(t) < n"e " f(t), et [;F f
converge. Par comparaison :

+o0
/ t"e~! f(t) dt converge.
0

15. P; est une loi de probabilité.

a) Par linéarité, v, = [;F F(t,n)f(t)dt, et comme [f = 1,1 — v, = [;F*(1 -

F(t,n))f(t)dt > 0. Or t — 1 — F(t,n) est croissante (11.b) et a valeurs dans [0, 1].

Donc
A

A
/ (1= F(t,n))f < (1— F(A, n))/ F<P(X4>n),
0 0
+oo

[Ta-rear< [

A A

+oo
0<1—v, <P([Xa> n])+/A F(b) dt.

b) Soit € > 0. On choisit A tel que f:{oo [ < § (reste d’'une intégrale convergente),
puis ng tel que P(X4 > n) < % pour n > ng. Alors 0 < 1 — v, < e pour n > ng.

+oo
Z zn converge et Z zn = 1.
n=0 n=0

16. Le cas Gamma.

a) Avec b = %, f=grp : bT — ~(r), d’espérance et de variance .

T Gamma (r,1%;),  E(T) = =Py = ri-p)?

b) Avec le changement de variable u = (1 + b)t et T'(n 4 1) = ™ T(r) :

et A Rl b T(n +r)
/0 nl© ®) n!T'(r) /0 ¢ n! T'(r)(1 + )7+

Orl1+b= ﬁ, donc (Hgﬁ =p"(1—p)".

Py = BN(r,p).

6
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17. Comparaisons.

a) Soient Y7 < BN(r,p) et Yo < BN(s — r,p) indépendantes. Par 6, Y1 + Y5 —
BN (s,p), et Y1 <Y1 + Ys. Par 7, puisque 'ordre stochastique ne dépend que des
lois :

P(Y >2)=P(Yi>2)<PMi+ Y2 >2)=P(Z>2): ¥V < Z|

b) Soit £k > 1 et g(t) = 1 — F(t,k — 1), croissante (11.b). Si X < Py, par 15,
PIXZk)=1-3, 2= 0+OO g(t)f(t)dt.
Par 16, Z < Py, et W — Py, avec fz = gsp, et fw = gsp,, OU by = ﬁ > by =
15 Ona fw(t) = Ltz (L) avec ¢ = Z—Z > 1. Par le changement de variable ¢t = cu

¢
et la croissance de g :

+oo +oo
P(W > k) = /0 g(cu) f2(u) du > /0 g(u) f2(u) du = P(Z > k).

Par 9, Z < W, et par transitivité avec a) :




