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ECRICOME

Mathématiques approfondies

Corrigé du sujet adapté — 2014

Les questions et sous-questions conservent la numérotation de 1’énoncé adapté.

Exercice 1

Exercice 1 — Un opérateur de moyenne

e(f)(x) =1 [ f(t)dt sur E = Vect(ur, v1, ..., Un, vn).

T B

Corrigé — Exercice 1.

1. Structure de FE.

Si f(x) = zP(z) + zln(z)Q(x) avec P = ?;& a; X7 et Q = Z?;Ol bj X7, alors f =
Yor—q(ak—1ug + bg—_1vg). Réciproquement, toute combinaison linéaire des uy, vy est de
cette forme. F est donc ’ensemble des combinaisons linéaires des uy, vy.

. *
E = Vect(u,v1,...,Up,v,) est un sous-espace vectoriel de RR .

2. Prolongement et images des vecteurs de base.

Pour k > 1, ug(z) — 0 et vp(x) = 2¥Inz — 0 quand = — 0 (croissances comparées).
Toute f € E se prolonge donc par continuité en 0, avec f(0) =0, et [; f est I'intégrale
d’une fonction continue sur un segment.

o(ug)(z) =1 :7:_:11 Pour ¢(vg), on intégre par parties sur [e,z], avec t — % et In,
de classe C! :
/xtklntdt: th+ln¢ I_/x tk it " ling g .
. k41 . e k+1  es0 k+1 (k+1)2
1 1 1
o(ug) = e o(vg) = P R e sl

3. Linéarité.
Par linéarité de Uintégrale, p(af + g) = ap(f) + ¢(g). Si f = > (aru + brvg), alors
o(f) = Y (arp(uk) + brp(vg)) € E d’apres 2.

‘gp est un endomorphisme de E. ‘

4. Matrice.
Dans la base B = (uy,v1,...,un, vy), la matrice est diagonale par blocs :
B 1
Mats(e) = | | Bu- (kgl %ﬂ)?) |
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5. Bijectivité et valeurs propres.

La matrice est triangulaire supérieure, de coefficients diagonaux T-IH # 0 ; elle est donc
inversible, et ses valeurs propres sont ses coefficients diagonaux.

11 1
@ est bijectif, Sp(go):{2,3,..., +1}.
n

6. Vecteurs propres.

Posons F(z) = [ f : F est de classe C! sur RY, avec F' = f, et ¢(f) = Af s'écrit
F(z) = Axf(z). Alors

g (z)=a 11 (—Fi“””) - :Uf(x)) = 0.

g est donc constante sur I'intervalle RY, égale a un réel C, d’ou F(z) = Cal/* et
(o) = GaA.

/z F)dt=Ca'P, f(a) = %%—1.
0

Avec A = k%rl’ on obtient f = C(k + 1)uy.

7. Sous-espaces propres.

Par 6, le sous-espace propre associé a k%rl est inclus dans Vect(uy), et ug est vecteur
propre (question 2) : il est égal a Vect(uy). La somme des dimensions vaut n < 2n =
dim F.

dim F /(,41)(¢) = 1 pour tout k ; ¢ n’est pas diagonalisable.

Exercice 2

Exercice 2 — La fonction digamma ¥ =T"/T

Questions 1 a 5.

Corrigé — Exercice 2.

1. Convergence.
La fonction h : ¢ — (Int)*e **~! est continue sur ]0, +oo|.

e En +oo: t2|h(t)| = |Int|/F* et — 0 (croissances comparées), donc |h(t)| < t%
pour ¢t grand.

e« En0: t'j}(;l'l = |Int|Ft*/2e=t = 0, et fol t*/2=1 dt converge (1 — 5 <1).

Par comparaison de fonctions positives :

+o0
/ (Int)¥e~t "1 dt converge absolument.
0

2. Relation fonctionnelle.

Par intégration par parties (cours), I'(x + 1) = zI'(z). Comme I" > 0 (intégrale
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d’une fonction continue strictement positive), L(x + 1) = Inxz + L(z) ; en dérivant,
U(z+1) =1+ T(2).

Nz +1) = 2I'(z), U(rz+1)—¥(z)=—, U(n+2)—¥(n) = + —.

1
T

. Cauchy-Schwarz.

Soit ¢ €]0, A[ et w(t) = e~ *~1 > 0. Les fonctions ¢ +— Int\/w(t) et y/w sont continues
sur [e, A]. Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz pour le produit scalaire (f, g) — [ EA fg:

2
</Aln(t)w(t) dt) g/A(lnt)%(t)dt/Aw(t) dt.

Les trois intégrales convergent quand e — 0 (question 1), d’ou :

A —tyr—1 ’ A 2 —tyx—1 A —tyr—1
</0 In(t)e "t dt) <</0 (Int)“e "t dt) </0 e 't dt).

. Croissance de V.

On fait tendre A vers 400 ; les intégrales convergent vers I'(z), I (x) et T'(z).

(I'(@))” < D(@)I"(a).

Alors ¥/ = %}F/Q > 0 sur lintervalle ]0, 4o0].

‘\If est croissante sur |0, +00]. ‘

. Une série.

a) Onau,C2 e _i<k% %) Par2avecx = kFa >0

= = V(k+1Fa)—V(kFa).

’ k:Fa
Par télescopage :

U(n+l—a)—¥Y(1l—a), z”:

k:l

U(n+1l4+a)—¥Y(1+a).

_1
a2_2a

Par croissance de ¥ et puisquen <n+1—a<n+1l+a<n-+2:

(T(1+a) - (1 - a)) - %(\If{n—i—l—i—a) ~U(n+1-a)).

0<U(n+14a)-T(n+1-a)<TU(n+2)—¥(n) |

b) U(n+2)—¥(n) = f—l—n—H—>O;parencadrement, U(n+1l4+a)—¥(n+1—a)—0.

Les sommes partielles convergent donc :

i‘) 1 Y(1+a)—¥(1—a)

n? — a2 2a
n=1
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Probléme — Tournoi et suites de probabilités

Probléme — Partie I — Lecas N =3, p=q = %

Questions 1 a 5.

b)

Personne ne peut avoir 3 victoires avant le duel 3, donc P(E)

du duel 3, seuls Ay (qui gagne les duels 1,2, 3, avec probabilité %) et A; (idem) peuvent
avoir trois victoires.

Corrigé — Probleme.

1. Simulation.

On suppose numpy . random importé sous le nom rd.

a) On peut écrire :

def duel():
x = rd.random()
if x < 1/2:
return 1
else:
return 0O

Les trois arguments sont égaux si et seulement sia == bet b == c:
def test victoire(a, b, c):
return a == b and b ==

On convient que duel () renvoie 1 lorsque le nouveau joueur A,, remporte le duel
numéro n. On mémorise dans a, b, ¢ les numéros des vainqueurs des trois derniers
duels (initialisés a trois valeurs distinctes fictives). Un joueur a gagné trois duels

consécutifs exactement lorsque ces trois numéros sont égaux.
def tournoi():

a, b, c=-1, -2, -3
gagnant = 0 # A0 est en jeu avant le duel 1
n=20
while not test_victoire(a, b, c):

n=n+1

if duel() == 1:

gagnant = n # le joueur An remporte le duel n

a=>

b =c

c
return n

gagnant

2. Les trois premiers duels.

gagnants possibles
duel1 |0 |1
duel2 |0 |1 ]2
duel 30|12 3

P(E5) = 1. A Dissue

P(E)) = P(Fy) =1, P(Bs)= Z _ %]P’(Eg) + iIP’(El).
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3. Relation (R;).

Clest le cas N = 3, p = ¢ = 1 de la relation (Ry) démontrée en IL2 (avec la méme
preuve). A Tissue du duel n > 3, sur E,, le vainqueur du duel n a 1 ou 2 victoires :

e une victoire (probabilité %) . il s’agit de A, et E, se réduit alors a E,_1 ;

o deux victoires (probabilité i) : il s’agit de Ap_1, qui a gagné les duels n — 1 et n, et
FE,, se réduit alors & E,,_s.

Ces événements dépendent de duels disjoints, donc sont indépendants.

P(E,) = %P(En_l) 4 %]P’(En_g) (n>3).

4. Expression de P(E,).

L’équation caractéristique r? — %7" — % = 0 a deux racines réelles distinctes 12 = 1i4‘/5.

La suite vérifie une récurrence linéaire d’ordre 2 (a partir des rangs 1 et 2), donc il
existe A, p tels que P(E,) = Ar{" + pury pour tout n > 1. Comme |r1| < 1 et |ro| < 1:

LEVD L BB 0.

4 ’ n——+o00

1,2 =

5. Le tournoi désigne un vainqueur.

La suite (E,) est décroissante. Par le théoreme de la limite monotone, P(,,5o En) =

limP(E,,) = 0. L’événement « le tournoi désignera un vainqueur » est le complémentaire
de N E,.

]P’( ﬂ En> =0, P(un vainqueur est désigné) = 1.

n=>2

Probléme — Partie II — Le cas général

Questions 1 a 8. On convient que Ey = €.

Corrigé — Probleme.

1. Probabilités conditionnelles.

Soit n > N et k < N —1 < n. Le vainqueur du duel n a exactement k victoires
si et seulement si A, i1 gagne son premier duel (numéro n — k + 1, probabilité
p) puis les k — 1 suivants (probabilité ¢ chacun). Donc IP’(A,(:)) = pg"~1 > 0, et cet
événement ne dépend que des duelsn — k+1,...,n. Sur A,E:n), aucun joueur n’atteint
N victoires lors des duels n — k+ 1,...,n (le seul vainqueur de ces duels en a k < N).
Donc E, N A;ﬁn) =FE,_ N A,(cn), et E,_; ne dépend que des duels 1,...,n — k, d’ou
I’indépendance.

P (En) = P(En—k)'

(n)
Ak

2. Relation (R3).

Sur E,, le vainqueur du duel n a au plus N — 1 victoires. Les Aén) (1<k<N-1)sont
deux & deux incompatibles et E,, C |J, A,(gn). Par la formule des probabilités totales et 1
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N-1 N-1
P(E,) = P(Al(gn))P(En—k) = Z qu_lp(En—k)'
k=1 k=1
3. Premiéres valeurs.
Avant le duel N, personne ne peut avoir N victoires : P(F;) = --- = P(Ey_1) = 1. A

I’issue du duel N, seuls deux cas donnent un vainqueur :

o Ag gagne les N duels, avec probabilité ¢V

o A; gagne les N duels, avec probabilité pg™N 1.

P(E,)=1(n<N-1), PEy)=1-¢" —pdt=1-¢"1

4. Relation (R3).

Ent1 C Ey, et E, \ Epqq est événement « le vainqueur est désigné au duel n + 1 ».
Comme n+2— N > 2, c’est le joueur A, 19w, qui gagne les duels n+2—-N,... , n+1
(probabilité pg™¥ 1), alors qu’aucun vainqueur n’était désigné a l'issue du duel n+1— N
(événement E, 1_pn, indépendant). Sur ce dernier événement, personne n’atteint N
victoires lors des duels n +2 — N, ..., n.

P(En) - P(Em—l) = qu_IP(En—N+1)-

5. La racine ry.

(@ est strictement croissante sur [0, 00| (coefficients des puissances de X strictement
positifs), continue, avec Q(0) = —1 et Q(x) — +o0. Par le théoréme de la bijection, elle

s’annule une seule fois sur [0, +oo[. De plus Q(1) = p5 q R - ¢! <0, donc
ry > 1. Enfin Q'(ry) = X kpg® 1kt > 0.

ANry =20, Qiry)=0; ry>1, Q(ry)>0.

6. Majoration.

Récurrence forte sur n. Pour n < N, P(E,) < 1 < 7“]]\\; ™. Si I'inégalité est vraie jusqu’au
rang n — 1 > N, (R2) donne

) < Z pg*~ lr]]\\; ntk _ fr’N -n Z g 17’?\7 = T% "Qry)+1) = rjj\\; "

1 n—N
Vn>1, P(E.) < () .
N

7. Somme de la série.
n
0<P(E,) <7y (%) , terme général d’une série géométrique convergente (ry > 1) :
la série converge. On somme (R3) pour n de N a M :

M+
P(Ex) —P(Epy1) = Z P(E
On fait tendre M vers +o0, avec P(Epr41) — 0 :
1— N-1
Sy - L

6



ECRICOME — Mathématiques approfondies — 2014 G. Bignon

8. Durée du tournoi.

a) [X = n] signifie que le vainqueur est proclamé a 'issue du duel n : il ne I'était pas
a lissue du duel n — 1 (E,_1), et il est & Iissue du duel n (E,,).

[X = TL] =F,_1 QE.

b) P(X =n)=P(E,—1) —P(E,), car E,, C E,_1. Pour M > 2, par décalage d’indice :

M M-1 M M—1
S nP(X =n)= > (n+1)P(E,)— > nP(E,) =P(E1)+ Y P(E,)—MP(Ey).
n=2 n=1 n=2 n=1

Or 0 < MP(Ey) < rNMry™ — 0 (croissances comparées). La série & termes
positifs > nlP(X = n) converge donc (la valeur X = 0 ne contribue pas), et, avec
P(E))=1":

1— qN—l
N-1

+o00
E(X)=1+) P(E,) =1+ b
n=1

Par exemple, pour N =3 et p = %, E(X)=T1.




