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Mathématiques approfondies — Mathématiques I

Corrigé du sujet adapté — 2014

Les questions et sous-questions conservent la numérotation de 1’énoncé adapté.

Préliminaire

Préliminaire — Dénombrement, loi géométrique, intégrales

Questions 1 a 3.

Corrigé — Préliminaire.
1. Dénombrement.

a)

cardEy = NV,

b) Une application injective de [1, N] dans lui-méme est bijective. Les seules strictement
monotones sont l'identité (croissante) et k +— N + 1 — k (décroissante).

’N I applications injectives, dont 2 strictement monotones. ‘

2. Partie entiére d’une loi exponentielle.

a) X () C Ry presque sirement, donc Y (2) C N, ensemble dénombrable. Pour n € N,
Y =n]= [% <X < %} est un événement : Y est une variable discrete. On a

P(Y =n]) = e /P — e ("HD/P,

VneN, P(Y =n))= (/)" (1-e1/7).

b) Posons ¢ = e~ '/P €]0,1[. Pour k € N*, P([Y +1 = k]) = (1 — q)¢* ..

Y—|—1<—>Q(1—e_1/p).

c) OnaE(Y):%_q—lz13(}:61/%_1>0.Dep1us,e“’c>1+xpourt0utx>0
1

(stricte convexité de ’exponentielle) ; avec z = 5, on obtient e/ —1 > ]%.

1

Les calculs de a) et b) restent valables pour tout réel p > 0.
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3. Les intégrales [, z"(Inz)° dz.

a) La fonction x +— 2" (Inz)® est continue sur |0, 1]. L’application u — e™* est de classe
C! et strictement décroissante, donc bijective de [0, +oo[ sur ]0, 1]. Le changement

de variable x = e™" est donc licite et conserve la nature des intégrales, avec
dr = —e “du:

1 +o00
/ 2" (Inz)® de = (_1)3/ uwe DU gy,
0 0

Or u? - ufe~ (e 5 0 (croissances comparées), donc I'intégrale de droite converge

par comparaison avec f1+°° %.

1
/ z"(Inz)® dz converge.
0

b) Avec v = (r + 1)u (changement de variable affine) et I'(s + 1) = s! :

l wSe” rtu gy — # I vie Vdv = 87'
0 - (T+ 1)s+1 0 - (T+ 1)S+1'

(—1)%s!

1
/ 2" (Inz)®de =
0

Partie I — Transport dans une situation aléatoire

Partie I — Fonctions de transport depuis une loi uniforme

Questions 4 a 7. Par le théoreme de transfert, C(T') = fol (x — T(x))?dx sous réserve de
convergence.

Corrigé — Partie 1.
4. Transport vers une loi de Bernoulli.

a) T,(X) ne prend que les valeurs 0 et 1, et P([To(X) =1]) =P(jla < X < a+p]) =p.

‘P([TG(X) =1]) = p : les T, sont des fonctions de transport de X vers B(p).‘

b) On développe : (x — Ty())? = 2% — 20T, (z) + Tu(z)?, avec T2 = T,. Donc

C(T,) = 12d -2 “ d Wd _ 1 2 _ 42
(T,) = O:E i ; m$+a v =g ((a+p)°—a®) +p.

1
C(1,) = 3 +p(1 —p) — 2ap.

c) a— C(T,) est affine strictement décroissante sur [0, 1 —p] ; son minimum est atteint
ena=1-—p.

1
a=1-p, C(Tl_p)Zg—p(l—p)-
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5. Transport vers la loi exponentielle.

a) Pourt >0 :P([T1(X) >t)) =P([X <e ) =etet P([T(X)>t]) =P([1 - X <
e~t]) = e7'. Les deux variables sont positives, et ces fonctions de survie sont celles

de £(1).

‘Tl et Ty sont des fonctions de transport de X vers £(1). ‘

b) D’apres la question 3 : fol Inxde =—1, fol zlnzdr = —7 et fol(lnac)2 dx =2 ; ces
intégrales convergent.

. C(Tl)Zf()l(q:+1na:)2dx:%+2(_%)+2:1€1'

e Pour C(T3), le changement de variable y = 1 — x donne fol(l —y+Iny)dy =
Y42(fomy— fyymy) +2=3-3+2=12.

) 11
C(TQ) = 6 < C(Tl) = E

c) Soit p €]0,1[, et p = —ﬁ > 0, de sorte que 1 — e~'/? = p. Pour z €0, 1[, on
pose T(z) = |pTi(z)] +1 = |—plnz] + 1. Comme T7(X) < £(1), la question 2

(valable pour tout p > 0) montre que T'(X) <= G(p).

‘Toute loi géométrique G(p) est accessible depuis X. ‘

6. La fonction F;l.

a) Fy est de classe C! sur R, de dérivée fy > 0, donc continue et strictement croissante
sur Iintervalle R, de limites 0 en —oo et 1 en +o0o. Par le théoreme de la bijection,
et parce que les limites ne sont pas atteintes :

’ Fy réalise une bijection de R sur 0, 1[. ‘

b) Fy ! est définie sur |0, 1[= X (Q) et strictement croissante. Pour y € R, [Fy*(X) <
y] = [X < Fy(y)], donc P([Fy,'(X) < y]) = Fy(y) puisque Fy(y) €]0,1[. La
fonction de répartition caractérise la loi.

Fy ' (X) suit la loi de Y.

7. Le cas gaussien.

a) [yFy(v)e)| < lyle(y), et [yle(y) dy converge (Y admet une espérance) : 'in-
tégrale converge absolument. Pour A > 0, les fonctions Fy et —¢ sont de classe
C! sur [—A, A], de dérivées ¢ et yp(y) (car ¢'(y) = —yp(y)). Par intégration par
parties :
A N A )
/_A yFy (y)p(y) dy = [—Fre]” , +/_A e(y)” dy.
Le crochet tend vers 0. Comme ¢(y)? = % et [t e ¥ dy = /7 (densité de
N(0,3)) :

/-;oo yFy (y)e(y) dy = \2/5 _ 2\1/7?
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b) On développe : (y — Fy)%¢ = v — 2yFyp + F2p. Les trois intégrales convergent :

o [y =E(?) =1;
o la deuxieme vaut ﬁ par a) ;

73 “+o00
ofF%gp:% =1
Fo0 1 1 4 1
— F 2 dy=1— —4+==—- — —.
/_Oo(y v () e(y) dy ﬁ+3 3 R

c) O(Fy) = fol (z — Fy''(x))? dr. Le changement de variable x = Fy (y) (Fy est de
classe C!, strictement croissante et bijective de R sur ]0, 1], avec dz = ¢(y) dy)
conserve la nature de l'intégrale et donne [*°(Fy (y) — y)?¢(y) dy.

Partie II — Transport optimal dans une situation déterministe

Partie II — Inégalités de réarrangement

Questions 8 a 11.

Corrigé — Partie II.
8. Inégalité (1).

a) dpap—drag—dpag+deag = (dp—dg)(ax —ag) = 0, car les deux suites sont croissantes
(les deux facteurs ont le méme signe).

‘ dray > dray + deay, — dyay. ‘

b) On multiplie par pxpy = 0 et on somme sur (k,¢). Comme > ,p, = 1:

0< > prpeldi — de)(ar, — ag) =2 prdiay — 2 (Zm%) (me) :
k P ¢

kL

N N N
> prdrar = (Z pkdk> (Z pkak> -
k=1 k=1 k=1

Remarque. La démonstration n’utilise que la monotonie (large) de méme sens des suites

(dk) et (ak)
9. Inégalité (2).

a) Soit m = N —n + 1. On range la sous-liste (¢(n),...,t(N)) par ordre croissant :
up <+ < Uy Pour j € {1,...,m}, au moins m — j + 1 termes de la liste compléte
sont > u; (& savoir u;,...,um). Donc le (m — j + 1)-iéme plus grand terme de
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la liste compleéte, c’est-a-dire {(N — m + ), est > u;. Comme (a;) est croissante,
; on somme sur j.

Quj S Fn—1+75)
N N
D ) < D agy:
k=n k=n

b) Posons S, = Zév:n ayk) et Sn+1 = 0, de sorte que S, —Sp+1 = ay(y,). Transformation
d’Abel, avec dg =0 :

N N N N
Z(dn - dn—l)Sn = Z dnsn - Z dn—IS = Z dn(Sn - Sn+1)-
n=1 n=1 n=1 n=1

N N N
SURIRED of () sy )
n=1

n=1 k=n

c) On applique b) a ¢ et & t.
e« Pourn=1,8 =Y, ay(k) = SN @3k (mémes termes dans un autre ordre).

e Pourn > 2 d, —d,—1 >0, et a) compare les sommes.

N N
nz::l dnat(n) < nzz:l dna?(n).

(La encore, il suffit que (dy,)n>1 et (a,) soient croissantes au sens large.)

10. Optimalité de 7.

Soit T un programme de transport. Il existe une permutation ¢ de [1, N] telle que
T'(dk) = ay), et alors t = id. Comme T est bijective, »; T(dy)? =3, a3, donc

o(T) =Y i+ ap — 2 draypy > Y di + Y ai — 2 dyay = (1)
k k k k k k

par (2).

VT, o(T) > o(T).

11. Interprétation probabiliste.

a) Soient 1 < -+ < xp, les valeurs de X et pp = P([X = z]). La suite (h(zy)) est
croissante au sens large ; (1) s’applique d’apres la remarque de 8, avec dj, = zj, et
ar = h(xy). Le théoreme de transfert donne alors :

E(XA(X)) = 3 prarh(zr) > B(X)E(h(X)).

b) a) s’écrit Cov(X,h(X)) > 0.

| p(X,h(X)) > 0.]

c) E(h(X)t(X)) = % SN h(n)t(n). On applique (2) avec d,, = h(n) (suite croissante
au sens large) et a; = j :

E(h(X)1(X)) = - 3 hln)tn) < 1 3 h(n)i(n) = E(b(X)(X)).

at
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Partie III — Transport optimal dans une situation aléatoire

Partie III — La fonction de transport optimale F;l

Questions 12 a 14.

Corrigé — Partie III.

12. Discrétisation.

a) Pour k € {I,....N -1}, [Xx = K = [5L<U <] et Xy = N] =

{—N <UL 1}. Chacun de ces événements a pour probabilité 4.

| Xy < U([1,N]).]

b) ¢’ est continue sur le segment [0, 1], donc bornée (théoréme des bornes atteintes)
;onpose A =1+ max|¢g| >0.S51U <1, Xy = |1+ NU| €]NU,NU + 1], donc
0< X—Af,‘] - U K< % ;iU =1, )§V—N = U. Par 'inégalité des accroissements finis :

12— Y| = o) g (3)| <A lv - B¢ < &

c) Z a méme loi que Y, qui est a densité, donc Fy (y — %) =P([Z < y — %]). Or, par

b),siZ<y—%alorsYN<Z+%<y.

By (-4 ) <Py <)

13. Comparaison avec Iy L

a) L’inégalité de gauche est 12.c) avec y = tx (k). Pour celle de droite : Yy = tn(Xn)
avec Xy uniforme, donc P([Y < tn(k)]) = % card{j, tn(j) < tn(k)}. Or au plus
k — 1 termes de la liste sont strictement inférieurs a son k-iéme plus petit terme.

—~ A e k—1 k
F ) <Py, il E
b) Fy est continue et strictement croissante de [, 8] sur [0,1] ; Fy-! est continue et

o Sity(k)— 2 < a, cest clair.

« Sinon, ce réel est dans [a, §], et a) donne Fy (ty (k) — )<k =R (F(E)) ;
on conclut par stricte croissance de Fy sur [a, f].

Soit o une permutation de [1, N] telle que ty (k) = tx (o (k)). On applique (2) (avec

la remarque de 9) en prenant dj = %, a; = ty(j) (croissante au sens large) et

t =01 Alors ayry = tn (k) et t =id, d’ott

N N N

k <k> k k ~
Yo v ) =20 v (k) < Y2 in (k).
~ N’\N) “—=N ~ N

6
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En combinant avec la premiere inégalité :

1k [k 1k AP
S ()< =S (R (S)+ 2.
NkZlNg(N) NZN(Y (N)+N>

k=1

c) u +— ug(u) et u — uFy'(u) sont continues sur [0,1]. Par le théoréme sur les

sommes de Riemann, les deux sommes % > %( -+ ) tendent vers les intégrales

correspondantes, et 2 - - k < 2 5 0. En passant a la limite :
1Y > N N Z2kN N p

E(Ug(U)) = /0 () du < /0 WP () du = BUFS (D)),

14. Transport optimal.

a) Pour une fonction de transport T de U vers la loi de Y, T'(U) a la loi de Y, donc
E(T(U)?) =E(Y?) et

C(T) =E(U?) - 2E(UT(U)) +E(Y?).

Minimiser C/(T') revient & maximiser E(UT(U)). Or Fy' (prolongée par Fy-'(0) = a,

Fy'(1) = B) est de classe C! sur [0,1], de dérivée fy(ll«“*l)' C’est une fonction de
Y

transport de U vers la loi de Y (méme calcul qu’en 6.b), et par 13.c), E(Ug(U)) <
E(UFy ' (U)) pour toute fonction de transport g de classe C'.

—1
T = Fy'.

b) Pour y € [0,2], P([Y < y)) = P(|[|U - %‘ <4]) =4 :Y < u(0,2]), de densité
3 sur [a, 8] = [0,2], et g(u) = 2u convient pour I'hypothese. Donc Fy (y) = ¥ et
T*(u) = 2u, puis C(T*) = E(U — 2U)?) = E(U?).

T*w) = 2u,  C(T%) = %




