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Corrigé du sujet adapté — 2014

Les questions et sous-questions conservent la numérotation de 1’énoncé adapté.

Partie I — Lois généralisées de Bernoulli

Partie I — La matrice a'u et la loi Bi(p)

Questions 1 a 3.

Corrigé — Partie 1.
1. La matrice M = a'u.

a) M, ; = a; pour tous 7, : toutes les colonnes de M sont égales a a # 0.

al .. al
M = , rg M =1.

ak “ e ak

b) Ma = a(*ua) = aa avec a # 0.

‘Ma = awa : « est valeur propre de M. ‘

c) M? = a(fua)lu = aM. Si MX = AX avec X # 0, alors \2X = a)\X, donc
A € {0,a}. Comme rg M =1 < k, 0 est valeur propre.

M? = aM, Sp(M) = {0, a}.

d) Par le théoréme du rang, dim Ker M =k — 1.

e Si o # 0, la somme des dimensions des sous-espaces propres vaut au moins
(k—1)+4+ 1=k, donc M est diagonalisable.

e Sia=0,0 est la seule valeur propre ; si M était diagonalisable, elle serait nulle,
ce qui est faux.

‘M diagonalisable <— « # 0.‘

e) I — M est inversible si et seulement si 1 n’est pas valeur propre de M.

‘Ik — M inversible <= « # 1.‘

f) Sia =1,alors M? = M : M est la matrice d"un projecteur. Son image est engendrée
par les colonnes, et M X = a(uX) =0 <= . x; = 0. Le projecteur est orthogonal
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si et seulement si Im | Ker, c’est-a-dire a € (u')t = Vect(u) ; avec a = 1, cela
donne a = %u

Im = Vect(a), Ker={z, z1+ -+, =0} =u", orthogonal <> a= tu.

2. La loi By(p).

a) Ona [X =¢;] C [X; =1]. Comme >, P([X = ¢;]) =1, X prend presque stirement
ses valeurs dans {eq,...,ex} ; donc [X; = 1]\ [X = e;] est négligeable et X; € {0,1}
presque siirement.

[P(Xi=1) =pi: Xi > Bp:),  E(X)=p.]

b) Xi + Xz vaut 1 si X € {e;, ez}, et 0 sinon (presque siirement).

’X1 + Xo = B(p1 +p2)-‘

¢) X1X2 = 0 presque stirement, donc Cov(X7, Xo) =0 — E(X;)E(X5).

‘COV(Xl,Xz) = —Plpz-‘

d) De méme, Cov(X;, X;) = —pip; pour i # j, et V(X;) = pi(1 — py).

V(X) = Diag(p) —p'p, de coefficients p;d; j — pip;-.

3. Rang de V(X).

a) fuDiag(p) = 'p, donc (I — p'u) Diag(p) = Diag(p) — p'p.

| V(X) = (I — M(p)) Diag(p).

b) Diag(p) est inversible, donc rg V(X) = rg(I, — M(p)). Comme > p; =1, M(p) est
la matrice d'un projecteur de rang 1 (question 1). I, — M (p) est celle du projecteur
associé, d’'image Ker M (p), de dimension k — 1.

[rgV(X) =k — 1|

c) Soit P la matrice de permutation de coefficients P; j = d; 5(;) ; elle est orthogonale,
donc tP = P_l. On a (tP V(X)P)@j = V(X)a(i)’g(j) = pg(i)ém — Po(i)Po(5)> qui est
le coefficient (i,7) de Diag(p,) — po'ps = (I — po'u) Diag(ps).

V(X) = P((Ik: _patu) Diag(pa))P_l'

d) Soit m > 1 le nombre d’indices tels que p; # 0. On choisit o plagant ces indices

en premier : p, = (g) avec ¢ € M, 1(R), de coefficients > 0 et de somme 1. La

matrice de c) est alors diagonale par blocs, de blocs Diag(q) — ¢'g et 0. Par b) en
dimension m (le raisonnement vaut aussi pour m = 1, ou le bloc est nul) :

‘rgV(X) = card{i, p; # 0} — 1. ‘
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Partie 11 — Tirages avec remise dans une population stratifiée

Partie II — Effectifs et temps d’attente

Questions 4 a 6.

Corrigé — Partie II.
4. Les vecteurs S,

a) SZ-(n) est le nombre d’individus de la catégorie ¢ parmi les n premiers tirés. Pour
s € N¥ de somme n, toute suite de tirages ayant ces effectifs a une probabilité

[1p;* >0

Nn:{seNk, zk:si:n}.

=1

b) Sgn) est une somme de n variables de Bernoulli B(p;) indépendantes. S%n) + Sén) =

>;(X {j )+ Xéj )) est une somme de n variables B(p; + p2) indépendantes (2.b et
lemme des coalitions).

St < Bn,py), S+ S8 < B(n,pr + po).

e Sik=2, S&n) + Sén) = n est constante, donc indépendante de S}n).

e Sik >3 p+p <1let P([S]En) =nlN [S(n) + S(n) 0]) = 0, alors que
P([S§n) = n])IP’([Sfl) + Sén) = 0]) = p¥(1 — p1 — p2)™ > 0 : elles ne sont pas
indépendantes.

’Elles sont indépendantes si et seulement si k& = 2. ‘

c) Par bilinéarité de la covariance, et parce que X(gj ) et X él) sont indépendantes pour

J#FL:

Cov(S, S(n ZCOV xW) X ZCOV X(])) =nV(X)ap

V(8™ = nv(X).

5. Variance conditionnelle.

a) Pour toute valeur w de W, Py ([W = w]) < P([]g[(/;;"]). La série 3" w?P([W = w])

converge, donc Y w?Py ([W = w]) aussi (comparaison de séries & termes positifs).

E(W? | H) existe

(et de méme E(W | H), E(W | H) et E(W? | H)).

b) Notons h =P(H), m; =E(W | H) et mg = E(W | H). Par la formule de I'espérance
totale, E(W) = hmj + (1 — h)mg et E(W?) = hE(W? | H) + (1 — h)E(W? | H).
Donc

V(W) =hV(W | H) + (1 = h)V(W | H) + hm? + (1 — h)m3 — (hmy + (1 — h)ms)>.
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Les trois derniers termes valent h(1 — h)(mj —ms2)? > 0, et V(W | H) > 0.

V(W) > P(H)V(W | H).|

6. Les temps d’attente T;.

a) L’événement « aucun individu de la catégorie ¢ parmi les n premiers tirages » a
pour probabilité (1 — p;)™, qui tend vers 0 ; par limite monotone, P([T; = +oc]) = 0.
Pour n > 1, P([T; = n]) = (1 — p))" pi.

T; — G(pi)-

b) Hj signifie que les k — 1 premiers tirages donnent successivement les catégories
1,2,...,k—1. Par indépendance, P(Hy) = p1 - - - px—1. Sachant Hy, T —(k—1) est le
temps d’attente de la catégorie k dans les tirages k,k+1, ..., qui sont indépendants
des k — 1 premiers.

k—1 i,
P(Hp) = [[pi,  Ti—(k—1) <= G(px),
=1

1 1—p
E(Ty | Hy) =k —1+—, V(T | Hy) = —5—.
Pk Py

c) W =" v;T; admet une variance (combinaison linéaire de variables géométriques).
Sur Hi, W = 3, ivi + vgT), donc V(W | Hg) = v2V(Ty | Hi). Comme 0 <
P(Hg) < 1—pg < 1, la question 5.b) donne :

d vi(1-pi)
Y <va> > = [ o
i=1 Py i=1

d) On renumérote les catégories de sorte que j devienne la derniere ; le raisonnement
de ¢) s’applique a 'identique.

k 201 _ o
\4 (Z%ﬂ) > Uj(lpzpj) Hpi-
i=1

i i

Partie 111 — Support et rang stochastiques d’un vecteur aléatoire

Partie IIT — Rang stochastique et rang de V(Y)

Questions 7 a 12. On note Z =Y — E(Y).

Corrigé — Partie III.
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7. Supports vectoriels.

a) My 1(R) € S(Y), donc 'ensemble des dimensions est une partie non vide de
{0,...,k}.

‘Il admet un plus petit élément R4(Y). ‘

b) Rs(Y) =0 si et seulement si {0} est un support, c’est-a-dire P([Y = E(Y)]) = 1.

‘RS(Y) =0 <= Y est presque siirement constant. ‘

c) Fi N F; est un sous-espace vectoriel, et [Z € F1 N Fy] = [Z € F1]N[Z € F»] est une
intersection de deux événements presque siirs, donc presque sir.

PN eSY).

d) 1l existe un support de dimension Rs(Y). Si F et F” en sont deux, alors F'N F” est
un support (c), de dimension < R(Y'), donc égale & Rs(Y) par minimalité. Comme
FNF CFet FNF' CF' ont méme dimension, F = FNF' = F'.

‘Le support stochastique existe et est unique. ‘

8. Réduction de V(Y).

a) Y u;Y; est une combinaison linéaire de variables admettant une variance, et par
bilinéarité de la covariance :

V(Z u,YZ) = Zuiuj Cov(Y;,Y;) = uV(Y)u.

i3

b) V(Y) est symétrique réelle. D’apres le théoréme spectral, il existe P orthogonale
telle que V(Y') = P Diag(A\)'P. Si V(Y)w = \w avec ||w|| = 1, alors A = wV(Y)w =
V(3= w;Y;) = 0. On ordonne les valeurs propres par ordre décroissant (en ajustant P).
Il y a unicité : la liste ordonnée des coefficients diagonaux d’une matrice diagonale
semblable & V(Y') est la liste des valeurs propres, chacune répétée selon la dimension
de son sous-espace propre.

‘V(Y) est semblable & Diag(A), Ay = --- > A\, >0, A unique.‘

c) E(|Z]*) = 2, V(Yy) = 3, V(Y)ii. Or V(Y)i; = 35, PLA; et X, P = 1 (les
colonnes de P sont unitaires), donc :

E(|Y —EX)I) = 2

j=1

9. Distance a un sous-espace.

a) L’ensemble {||Z(w) —z||?, # € F} est non vide et minoré par 0 : sa borne inférieure
existe. Soit 7 = > (Z(w), £ fU) le projeté orthogonal de Z(w) sur F. Pour z € F,
par Pythagore, ||Z — z||? = | Z — 7||* + |7 — z||? > || Z — 7|2, avec égalité en x = 7.
Done Qp(w) = [|Z — 7||* = |Z]]* - ||=||.

(Y (w) —E(Y), f9)2
1

IY (w) = E(Y)|* = Qr(w) +

q
Jj=

at
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b) (Z,f j)) > f(J Y, —E(Y%; f Y;) est centrée, donc son moment d’ordre 2 est sa

variance, égale & YfWV(Y)fU) (8.a). Qp est positive et majorée par || Z||?, donc
admet une espérance. Avec 8.c) :

q

N — Z Oy (Y FO),

i=1 7j=1

I

c) Si F = My 1(R), alors Qp = 0, donc E(Qr) = 0.

k k
Z Y)f ) Z A; pour toute base orthonormale.
j=1 i=1
10. Meilleure droite.
a) Soit (wi,...,wy) une base orthonormale de vecteurs propres (V(Y)w; = \jw;). Si

f=cuw;avec Y c?=1:

Yy (y Z)\ c? < A,

avec égalité si et seulement si ¢; = 0 des que \; < Ay, c’est-a-dire f € Ker(V(Y) —
MIy).

b) Pour F = Vect(f) avec || f|| =1, E(Qr) =X A\i = V(Y)f > Y ;0 i, avec égalité
pour f = w;.

k

1%fE(QF) = Inﬁin E(QF) = Z i

=2

c) lei V(Y) =1 (Ik - %utu) Sur ut, cette matrice agit comme +1j, ; et V(Y )u = 0.

k—2
A =0, mI;nE(QF) = —

A== X1 = B

1
k?

atteint exactement pour les droites F' contenues dans I'hyperplan u* = {z, z1 +
-4z, = 0} (par le cas d’égalité de a).

11. Rang stochastique et rang de V(Y).

a) V(Y) est diagonalisable de rang r, donc A1,..., A, >0et \py1 =+ = A =0, et
Fy = Vect(wy, ..., w,). Par 9.b) :

E(Qr,) = ZA —> A =0.

QF, est une variable discrete positive d’espérance nulle, donc @, = 0 presque
stirement. Or Qr, (w) = 0 signifie que Z(w) est égal a son projeté sur Fp, c’est-a-dire
Z (w) € Fy.

‘FO est un support vectoriel de Y. ‘

6
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b) F C Fy, donc dim F' < dim Fj et l'orthogonal de F' dans Fj n’est pas réduit & {0}.
On y prend un vecteur unitaire.

3 e RN FL IO =1

c) Ecrivons f(") = > j<r CjWj avec ZCJZ = 1. Alors ‘{fV(Y) £ = >j<r )\jc? > 0, car
les A\j (j < r) sont > 0.
Soit (f(), ..., f@) une base orthonormale de F et G = F @ Vect(f"), qui admet la
base orthonormale (f(V), ..., f(@ (). Par 9.b), E(QF) = E(Qg) + MV (Y)f) >
0, car E(Qg) = 0. (Si F = {0}, on a directement E(Qr) = E(|| Z||*) = > X\i = A\ >
0.)

FOVE) >0 et E(Qr) #0.

d) Fj est un support de dimension r, donc R4(Y) < r. Soit F' un support de dimension
< r. Alors F'N Fy est un support (7.c), strictement inclus dans Fy. Donc Z € FNE
presque stirement, d’out Qrnp, = 0 presque strement et E(Qrng,) = 0, ce qui
contredit c).

’RS(Y) =r= rgV(Y).‘

12. Application aux temps d’attente.

a) Les T; admettent une variance. Soit v # 0, et j tel que v; # 0. D’apres 6.d), et
comme 0 < p; < 1 et tous les p; > 0, WV(T)v = V(X v;T;) > 0. Donc 0 n’est pas
valeur propre de V(T'), et rgV(T') = k. Par 11.d) :

Ry(T) = k.

b) Notons H = [T1 = i|N [T > i] : les i — 1 premiers tirages ne donnent ni la catégorie
1 ni la catégorie 2, et le i-iéme donne la catégorie 1. Sur H, T} =i et Tb = i+T1", ol
T est le temps d’attente de la catégorie 2 dans les tirages i+1,i+2,.... T < G(p2)
est indépendante de H, donc suit encore la loi G(p2) pour Py.

1
E(NT: | H)=iE(Gi+T') =i (z—i—p >
2

c) T'T» < 3(T% + T3) admet une espérance. Les événements [T} = ] N [T5 > i] et
[T = j] N [Th > j] (i,7 € N*) forment un systéeme complet (presque stirement, car
Ty # Tb). Posons s = p; +pe et p=1—5. Ona P([Ty =4 N[Tp >i]) = p'~lp;.
Avec 3751 ipi~! = % et D sy i2pi~l = H}f’, la formule de I'espérance totale donne

1 1+ 1+ p3
E(T1T3) ZPM)Z L (H— )—Fszpj J<]+ ) ( 83/)) +€911p2§22'

Le numérateur, ramené au dénominateur commun p1pas?, vaut (2—s)p1pa+pi+ps =

5% — spipa, dout :

1 1
E(NT) = — — .
pip2 P11t D2
d) Par symétrie, E(T;T};) = ﬁ - piipj pour i # j. Donc Cov(T;,T};) = —pi%pj, et

V(T;) = _p’ . Ainsi IT = V(T'), qui est de rang k d’apres a).

‘H = V(T) est inversible. ‘




