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emlyon business school
Mathématiques approfondies

Corrigé du sujet adapté — 2015

Les questions et sous-questions conservent la numérotation de 1’énoncé adapté.

Probléme 1

Probléme 1 — Partie I — Etude d’endomorphismes

E = {P € Ry[X], P(0) = P(4) = 0}, W = X(X — 4), §(Q) = WQ, A(Q) = QX +1) -
QX), f=poAogl.

Corrigé — Probléeme 1.

1. F est un sous-espace vectoriel.

L’application 6 : P~ (P(0), P(4)) est linéaire de R4[X] dans R?, et E = Ker 6.

‘ E est un sous-espace vectoriel de Ry[X]. ‘

2. ¢ est un isomorphisme.
o Pour Q € Ry[X], WQ est de degré au plus 4 et s’annule en 0 et 4, donc ¢(Q) € E.
De plus ¢ est linéaire.
o SiWQ =0, alors @ =0 car W # 0 (comparer les degrés) : ¢ est injective.

e Si P € E, 0 et 4 sont racines de P, donc P = X (X —4)Q avec deg@ < 2 : ¢ est
surjective.

’ ¢ est un isomorphisme de Ro[X] sur E. ‘

3. Base et dimension de E.

L’image par 'isomorphisme ¢ de la base canonique de Ry[X] est une base de E.

(W, XW, X2W) est une base de E ; dim E = 3.

4. L’endomorphisme A.

a) Si deg@ < 2, alors degQ(X + 1) < 2, donc A(Q) € Ry[X]. La linéarité est
immédiate : (AQ + R)(X + 1) = AQ(X +1) + R(X +1).

A € L(Ro[X]).|

b) Si @ est constant, A(Q) = 0. Si deg@ = d > 1, de coefficient dominant a, alors
(X+ 14— X% =adXx914... donc A(Q) a pour coefficient de X4~ le réel da # 0
(les termes de degré inférieur ne contribuent qu’en degré < d — 2).

’deg A(Q) =deg@Q — 1si deg@ > 1, A(Q) = 0 si @ est constant. ‘
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c) Par b), Ker A = Ro[X] et InA C R;[X]. Par le théoreme du rang, rgA =3 —1=
2 = dim Ry [ X].

[Ker A=Ro[X], ImA=R[X]]|

d) Chaque application de A fait baisser le degré d’au moins 1 (ou donne 0). Pour
Q € Ry[X], A(Q) € Ry[X], puis A%(Q) € Ry[X], et enfin A3(Q) = 0.

‘AOAOA:O.‘

5. L’endomorphisme f.

a) f=¢oAoplopoAogplogpoAopt=¢poA30p L

b) f(P) =0 <= A(¢7'(P) =0 <= ¢~'(P) € Ro[X], done Ker f = ¢(Ro[X]).
Comme ¢! est surjective, Im f = ¢(Im A) = ¢(R1[X]).

\Kerf = Vect(W),  Imf = Vect(W, XW). \

c) Si f(P) = AP avec P # 0, alors 0 = f3(P) = A3P, donc A = 0. Réciproquement, 0
est valeur propre car Ker f # {0}.

‘Sp(f) ={0}, Eu(f)=Ker f = Vect(IW), de dimension 1.‘

d) Si f était diagonalisable, sa seule valeur propre étant 0, on aurait f = 0. Or

FXW) = (A(X)) = W #0 (car ACX) = 1).

‘ f n’est pas diagonalisable.‘

Probléme 1 — Partie II — Etude d’un produit scalaire

(P1, Pa) = Yo Pr(k)Pa(k), L1 = (X =2)(X =3), Ly = (X ~1)(X =3), Ls = (X ~1)(X ~2).

Corrigé — Probleme 1.

6. Produit scalaire.

L’application est clairement bilinéaire et symétrique, et positive car (P,P) =
St_oP(k)? > 0. Si (P,P) = 0, alors P(0) = --- = P(4) = 0 : P est de degré au
plus 4 avec 5 racines, donc P = 0.

‘ (-,+) est un produit scalaire sur R4[X]. ‘

7. La base (L1, Lo, L3).

Supposons alq + bLo + cLg = 0. En évaluant en 1, 2 et 3: 2a =0, —b =0 et 2¢ = 0.
La famille est donc libre ; elle contient 3 = dim Ro[X] vecteurs.

‘ (L1, L2, L3) est une base de Ra[X]. ‘
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8. Coordonnées et matrice de A.

Les deux polynémes P et @Ll — P(2)Ly + PT?’)Lg sont de degré au plus 2 et

coincident en 1, 2 et 3 ; ils sont donc égaux (leur différence a trois racines).

a) On a Li(1) = 2, Ly(2) = —1, L3(3) = 2, et L;i(j) = 0 pour i # j dans {1,2,3}.
(

P)

p=—"
2

P(3
L — P(2)L2 + ;)Lg

b) On applique a) a A(L;), avec A(L;)(k) = Lj(k+ 1) — Lj(k). Comme Li(4) = 2,
Ly(4) =3 et L3(4) =6 :
o A(L;) prend les valeurs —2,0,2 en 1,2,3, donc A(Ly) = =Ly + L3 ;
o A(Lg) prend les valeurs —1,1,3, donc A(Lg) = —%Ll — Lo+ %Lg :
o A(L3) prend les valeurs 0, 2,4, donc A(Lg) = —2Ly + 2Ls.

-1 -3 0
Mat(LLLQ’Lg)(A) = 0 -1 —2
1 3 2

9. La base (Nl,NQ,Ng).

a) W(1) = —3, W(2) = —4 et W(3) = —3.

(Mi(1)=—6,  My(2) =4,  Mz(3)=—6.]

b) N; = M_l( 7¢(Li) € E. De plus N;(0) = Nj(4) = 0 et, pour k € {1,2,3}, Ni(k) = & s

7

(car Li(k) = 0 pour k # 7). Donc

(Ni, Nj) = 23: Ni(k)Nj(k) = di 5.
k=1

La famille est orthonormale, donc libre, et compte 3 = dim E vecteurs.

‘ (N1, No, N3) est une base orthonormée de E.

10. Matrice de ¢.
o(L;) = M; = M;(i)N;.

11. Matrice de f.

Avec D = diag(—6,4, —6) et A = Matr)(A), on a Mat(n)(f) = DAD™!, de coefficients
di . .
dfja%].

—1
Mat(n, Ny, g (f) = | O
1 _

| wics
—_
N Wik O

[
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12. Projection orthogonale sur FE.

a) P~ P(i) est linéaire, donc u est linéaire, et u(P) € E C R4[X].

‘u € L(R4[X]), a valeurs dans E‘

b) Comme N;(0) = N;(4) = OetN(k):é rpour k € {1,2,3}, ona (P—u(P),N;) =

Js

P(j) = uw(P)(5). Or w(P)(5) = 2; P(1)Ni(j) = P(j)-

Vi€ {1,2,3}, (P—u(P),N;)=0.

c) Pour tout P, u(P) € E et P — u(P) est orthogonal a la base (N1, N2, N3) de E,
donc a E. C’est la caractérisation du projeté orthogonal.

’u est la projection orthogonale sur E. ‘

d) Q(1) =2, Q(2) = Q(3) =0, donc u(Q) = 2N; = ZW L.

PE(@) = ~ 3 X(X — 4)(X - 2)(X - 3)

Probléme 2

Probleme 2 — Parties I et II — Transformée de Laplace et exemples

Lu)(z) = [;7* u(t)e " dt pour u € F et z > 0.

Corrigé — Probléeme 2.

1. F est un sous-espace vectoriel.

La fonction nulle est dans E (avec p
p = max(py,py). Pour t > 1, |u( I <
Enfin au 4 v est continue.

= 0). Soient u,v € E (d’entiers p,,p,), @ € R et
u ()I au®+o(t) _, o
P :

Pu )

et de méme pour v. Donc

. +
E est un sous-espace vectoriel de R¥ .

2. Convergence de L(u)(z).

_ t _ . . .
t2u(t)e "t = % - tP+2e=%t Le premier facteur tend vers 0, le second aussi (croissances
comparées, z > 0).

lim t2u(t)e™™ = 0.

t—+00

I existe donc T > 0 tel que |u(t)e ™| < 7z pour t > T, et ¢ — u(t)e™"" est continue
sur [0, T]. Par comparaison avec une intégrale de Riemann convergente :

+oo
/ u(t)e " dt converge (absolument).
0
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3. Linéarité.

Par linéarité des intégrales convergentes :

‘L(au +v) = aL(u) + L(v). ‘

4. Les fonctions v;.

v; est continue et v;(t) = t'e™® — 0 (p = 0), donc v; € E. Soit A = x +a > 0 et
Z — E(N). Par le théoréeme de transfert,

+oo 1.
L(vi)(x) = / fe M 4t — ~E(Z7),

0 A

avec E(Z%) =1, E(Z) = ; et E(Z%) = V(Z) + E(Z)? = %

Lw)@) = ——,  L{n)(z) = — L()(2) = —
0 S r+a’ ! -~ (z+a)? 2 ~ (z+a)’
5. Les fonctions w,,.
wy, est continue et Tfﬁ) = % — 0, donc w, € E. On a L(wy)(z) = % Pour n > 1 et

A > 0, on integre par parties avec t — t" et t — —%m, de classe C! sur [0, A] :

_ A
/A tnefxt a— | te xt
0 €T 0

n "/A 1=t gt
T Jo

Le crochet tend vers 0, donc L(wy)(z) = 2 L(wp—1)(x), et par récurrence :

Probléeme 2 — Partie III — Propriétés des transformées de Laplace

Questions 6 a 9.

Corrigé — Probleme 2.

6. Limite en +o0.
Comme % — 0, il existe A > 1 tel que |u(t)| < tP pour t > A. Sur le segment [0, A], la
fonction continue |u| est bornée par un réel M (théoréme des bornes atteintes). Ainsi,
pour tout t > 0, |u(t)] < M + tP (les deux termes sont positifs). Alors, avec 4 et 5 :

+oo M |
|L(U)($)| < /0 (M—f—tp)e_zt dt = ? + b

0.
2P+l 2400

lim L(u)(x)=0.

r—-+00

7. Limite en 0.

a) R(t) est le reste d’'une intégrale convergente, donc R(t) — 0. Par ailleurs R(t) =
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7% u — [ u est continue ; avec p = 0, ( ) 0.

lim R(t)=0 et RecE.

t——+00

b) u est continue, donc t — [ u(s)ds est de classe C', de dérivée u.

ReCYR") et R =-—

c) Pour A > 0, on intégre par parties avec R et t — e~*!, de classe C! sur [0, A] :
A A
/ u(t)e ™ dt = / R'(t)e ® dt = R(0) — R(A)e 4 — z / R(t)e™® dt.
0 0

Quand A — 400, R(A)e ™4 — 0, et la derniere intégrale tend vers L(R)(z) (car
ReE).

| L(u)(z) = R(0) — L(R)(x). |

d) Un tel B existe car R(t) — 0. Par c¢), puis en découpant 'intégrale en B et en
utilisant e %t < 1 :

B (e}
L)) — RO) = ol LR@)] <o [ |R@)lde+o [ Setar

La derniére intégrale vaut %e‘zB <S5,

2

L@@ - RO) < [ 1RO+

e) Soit € > 0, B comme en d) et K = fOB |R|. Pour 0 < z <

S m7 on a [L(u)(z) —
R(0)| < . Comme R(0) = [;F*u :

lim I(u)(z) = /0 () dt.

z—0

8. Transformée d’une dérivée.

a) Comme v’ € E, il existe p et A tels que |u/(s)] < s? pour s > A (cf. 6). Alors, pour

t>A: . .
A)+/ u'(s)ds| < |u(A)|+/ sP ds.
A 0

P+ 1

p+1

u(t)] =

b) Pour t > max(A4,1), ‘;;(Jf)z' < ‘Z&_Q)‘ + (erl) — 0 ; de plus u est continue.

c) Par intégration par parties sur [0, A] (u et t — =%

sont de classe C!) :

A A
/ o' (e ™ dt = u(A)e ™ — u(0) + x/ u(t)e " dt.
0 0
Or u(A)e™™4 — 0 (question 2, car u € E).

L(u')(z) = —u(0) + xL(u)(z).

6
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9. Dérivées de L(u).

—

unll) — ) _, o,

a) u, est continue et 3 7

b) Par la formule de Taylor avec reste intégral a Pordre 1 : e* —1 —a = [j'(a — s)e® ds.
Pour s entre 0 et a, e < el et a — s garde un signe constant, d’ou

a
e —1—a| < €l / la — s|ds| = el =.
0 2
2
le* —1—al < %elCL'.
e~ (z+h)t_o—at —xt _ e Tt/ _ht _ : x
c) Ona &——=—+4te ™ = S—(e~™ — 1+ ht). Par b) avec a = —ht, puis |h| < §
—(z+h)t _ —at -zt 242 2
e e e
] WP N 1)y N Bl Gl
7 el s e = hige
—(z+h)t _ —at 2
(& h e + teizt < ’h‘%efxt/;

Comme x + h > § > 0, par linéarité des intégrales convergentes, L(u)(x+h});L(“)(m) +

L(up)(z) est 'intégrale de wu(t) multiplié par la quantité ci-dessus. L’intégrale
o 2 |u(t)|e=®t/2 dt converge, car t — t?|u(t)| appartient & E. Donc :

Al /+°° 2 —xt)2
< — .
Y <% t*|u(t)le dt

d) Le majorant tend vers 0 quand h — 0.

L(u) est dérivable sur ]0, +oo[ et (L(u))" = —L(uq).

e) Par récurrence sur n, montrons que L(u) est n fois dérivable et que (L(u))™ =
(=1)"L(uy). Si c’est vrai au rang n, comme u, € E, d) appliqué a wu, (avec
(up)1 = up+1) donne que L(uy) est dérivable, de dérivée —L(up+1). Toutes les
dérivées étant dérivables, elles sont continues.

L(u) € (0, +00)) et (L(w))™ = (=1)"L(un).

Probléeme 2 — Partie IV — Application a une équation différentielle

u” +5u' + 6u = et u(0) =1, «/(0) = —2.

Corrigé — Probléeme 2.
10. Transformée de la solution.

a) ' est de classe C! et u” € F, donc v’ € E par 8.b). Puis, u étant de classe C! avec
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u € E,on au€ E. Par 8.¢) appliqué deux fois :

L") = —u'(0) + 2L(v') = —u/(0) + 2(—u(0) + zL(u)).

uw€FE et L")(x)=—zu(0) —u/(0) + z*L(u)(z).

b) On applique L (linéaire) & I’équation, avec L(t — e~ %)(x) = %—i—l (question 4 avec

a=1):
(—z 42+ 22L(u)) + 5(—1 + zL(u)) + 6 L(u) = x—ll—l

1
2 L =— :
(x* + 5z 4 6)L(u)(x) x+1+x+3

Comme 22 + 52 + 6 = (z + 2)(z + 3), on obtient L(u)(z) = m + %H

Or
1 121 1/2
(z+D(x+2)(z+3) z+1 2+2 x+3
1 1 1 1
L — - S
W)= i 203

11. Une solution.
D’aprés la question 4, t — et + %e_?’t a exactement cette transformée de Laplace.

Posons donc u(t) = %e‘t + %e_?ﬁ et vérifions :

e wu est de classe C? ;
o u(0)=1letu'(t)=—1et—3e73 donc u/(0) = -2 ;
o u'(t)=1%e 4+ Je73 et

u”+5u’+6u:(%—%—kB)e‘t—l—(%—%—F?))e_?’t:e_t.

1 1
u(t) = ie_t + 56_3t est solution du probléme.




