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Dans tout le probléme, on adopte les notations suivantes. On note C°([0, 1], R) I’ensemble des
fonctions continues sur [0,1] & valeurs dans R. Pour tout entier & > 1, C*([0,1],R) désigne
I’ensemble des fonctions k fois dérivables sur [0, 1], & valeurs dans R, et dont les dérivées successives
jusqu’a l'ordre k sont continues.

Si f € C°([0,1],R), on note || f[|, = max |f(t)]. Si g € C°([0,1],R), on pose
teo,

F(g) = {f € C([0,1].R) | vt € [0,1], f"(t) = q()f(1)} .

1 Introduction

Themes abordés : fonctions d’une variable; intégrales; espaces vectoriels.

1. a) Montrer que F(q) est un sous-espace vectoriel de C°([0, 1], R).
b) Pour toute fonction f de C°([0,1],R), on définit la fonction ®(f) par

B(f):te0,1] —s /Ot(t — w)q(u) f(u) du.

Vérifier que I'application ®, qui & f associe ®(f), est un endomorphisme de C°([0, 1], R).
c) Montrer que ®(f) appartient & C?([0,1],R) et calculer [®(f)]" et [®(f)]".

d) En déduire que, pour toute fonction f de C°([0,1],R), f € F(q) et vérifie f(0) = f/(0) =
0 si et seulement si ®(f) = f.

2. Soit f € CY(]0,1],R). On définit la suite de fonctions (fy)nen par fo = f et, pour tout entier
naturel, fr41 = @(fn).

tn
a) Montrer que, pour tout ¢t € [0,1], [fn(t)] < llglla || foll o ok

¢) Montrer alors que si f € F(q) vérifie £(0) = f/(0) = 0, alors f est nulle.

d) Montrer que application A : F(q) — R2, f — (£(0), £/(0)), est linéaire et injective.
Que peut-on en déduire pour la dimension de F'(q)?

)

b) En déduire que, pour tout ¢ € [0, 1], la suite (fy(t))nen converge vers 0.
)
)

2 L’espace F,(w)

Theémes abordés : fonctions d’une variable ; intégrales ; espaces vectoriels ; algebre bilinéaire.
Soient w une fonction continue sur [0, 1], & valeurs réelles strictement positives, et a € R. On note
Eo(w) = {f € C2(0,1,R) | ¥t € [0,1], f"(t) = —aw(t)[(t) et f(0) = f(1) =0}

3. a) Montrer que E,(w) est un sous-espace vectoriel de C°([0,1],R).
b) Dans le cas a = 0, décrire Ep(w).

4. On suppose w = 1.

a) Pour a < 0, remarquer que t — exp(y/—at) et t — exp(—+/—at) appartiennent a
F(—a). En déduire E,(1) pour a < 0.
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b) Pour a > 0, remarquer que t — cos(y/at) et t — sin(y/at) appartiennent & F(—a).
Décrire E,(1) pour a > 0, en discutant suivant la nature du nombre réel v/a/7.

5. Dans le cas général, montrer que dim(E,(w)) < 1. On pourra utiliser de nouveau 'application
A.

6. Montrer que si E,(w) # {0}, alors a > 0. On pourra introduire fol(f'(t))2 dt.

7. Lorsque f et g sont deux fonctions continues sur [0, 1] & valeurs dans R, on pose

(flg) = /0 1 F()g(t)w(t) dt.

Vérifier que cela définit un produit scalaire sur C°([0, 1], R). Dans toute la suite du probleme,
cet espace est muni de ce produit scalaire et, pour f € C°([0,1],R), on note |f|, =

VT = VI (F0)2w(t) dt.

8. Si a et b sont deux nombres réels distincts, montrer que E,(w) et Ep(w) sont orthogonaux.

3 L’exemple w =1

Theémes abordés : fonctions d’une variable ; intégrales ; espaces vectoriels ; réduction.

Dans cette partie, w est la fonction constante égale a 1 et p > 2. Pour tout entier naturel non
nul k, on note 9, la fonction définie par vy (t) = v/2sin(knt) pour t € [0, 1].

9. a) Vérifier qu’il existe un réel a > 0 tel que ¥y € E,(1).
b) Pour tout (k,1) € (N*)2, calculer (¢ | 1) = fol Y (t)y(t) dt.

c¢) On note G le sous-espace vectoriel de C°([0,1],R) engendré par (¢1,...,,). Vérifier
que C = (41, ...,1p) est une base orthonormée de G.

10. Pour g € G, on définit u(g) par, pour tout ¢ € [0, 1],

(w()(0) = 2e0s(etio(®) ~ ([ o)) ) vy ),

a) Montrer que u : g — u(g) est un endomorphisme de G.
b
11. a

Ecrire la matrice de u dans la base C. Justifier que u est diagonalisable.

Vérifier que, pour g € G, (g | u(g)) =2 fol cos(mt)g?(t) dt.

)

)

)

b) Soit A une valeur propre de u. Montrer d’abord que A € [—2, 2], puis que A ne vaut ni 2
ni —2.

12. Soit A une valeur propre de u et 6 €]0, 7| tel que A = 2cos(#). On note ¥ un vecteur propre
associé. Il existe un p-uplet (z1,...,xp) tel que ¢ = Ezzl Y. On pose g = xp11 = 0.

a) Vérifier que, pour tout k € {1,...,p}, zxr1 — 2cos(8)zk + 41 = 0.

b) En déduire I'existence d’un couple (4, B) € R? tel que, pour tout k € {0,...,p+ 1},
x, = Acos(k@) + Bsin(k0).
ST
p+1
d) En déduire les valeurs propres de u et une base de vecteurs propres de u.

c¢) Justifier que A =0 et qu'il existe s € {1,...,p} tel que 6 =
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4 L’hypothese (H,)

Theémes abordés : fonctions d’une variable ; suites; intégrales; convergences de variables.

On revient au cas général : w est une fonction continue sur [0, 1], & valeurs réelles strictement
positives. On note (H,,) ’hypothese : il existe une suite bornée (a,)nen de réels strictement
positifs, deux & deux distincts, telle que, pour tout entier n, E,, (w) ne soit pas réduit & {0}.

13. L’hypothese (H,) est-elle vérifiée si w = 17 Justifier.
On se propose de démontrer, par 'absurde, que cette hypothese n’est jamais réalisée. On
suppose donc qu'’il existe une fonction w continue sur [0, 1], & valeurs réelles strictement
positives, telle que (H,,) soit réalisée. On note a un réel positif et (a,)nen une suite de réels
deux & deux distincts tels que, pour tout n, E,, (w) # {0} et 0 < a,, < a.

14. Justifier I'existence d’une suite de fonctions (f,)nen de C9(]0,1],R) vérifiant, pour tout
neN, f, € E,,(w) et fol(fn(t))2w(t) dt = 1. Une telle suite est fixée jusqu’a la fin du
probléme.

15. Soit ¢ € C°([0,1],R). Pour tout n € N, on note

)= [ WOeOOd et Sulp) =Y el

a) Que représente Sy (p)?

b) Vérifier que, pour tout n € N, HSn(gp)Hg = Zﬁzo(ck(go))2 et Z}gzo(ck(cp))2 < H(p”%

¢) Que peut-on dire de la série Y-, 54 (ca(¢))??

)
)
)
d) En déduire lim I3 fap(t)w(t) dt = 0 et Jim I3 fa()p(t) dt = 0.
16. Soit x € [0, 1]. On définit la fonction ¢, par

_Jtx—1) site(0,x],
Palt) = {at(t —1) site€]z,1].
a) Vérifier que ¢, € C°([0,1],R).

b) Rappeler la formule de Taylor avec reste intégral appliquée & f,, a 'ordre 1 entre 0 et x.
Vérifier que £, (x) = o f4(0) + 3 (z — £) £2(¢t) dt, puis que £,(0) = — [1(1 — £)£2(¢) dt.
¢) En déduire f,(z) = fol 0 (t) f1(t) dt et conclure que Erf fn(z) =0.

d) Remarquer que fy,(z) = —an(@y | fn), puis en déduire | f(x)| < a||¢zls-

) Calculer [ (o, () dt, puis en déduire | fo(2)] < aw(l — o)y | L=,

3
f) Justifier |f](0)] < aUHw;’OO.

g) Rappeler pourquoi f},(z) = f}(0) — an [§ w(t)fn(t) dt et en déduire

@) <oy (14 ).

e <1 + % [|lwl| Oo) , nombre réel strictement positif. Déduire des questions

3
précédentes que, pour tout (z,y) € [0,1]? et tout n € N, |fu(x) — fuly)| < Clz — y|.

17. OnnoteC =a
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1 k
18. Soit € > 0. Choisir N € N* tel que N < % et poser, pour k € {0,..., N}, o, = N

5
a) Justifier qu'il existe p € N tel que, pour tout n > p et tout k € {0,..., N}, |fular)| < 7

b) Soit = € [0, 1]. En introduisant k € {0,..., N — 1} tel que = € [ag, ag41], montrer que,
pour tout n > p, |fn(z)| < e.

c¢) En déduire ngrfoo | fallo = O.

d) Montrer alors que lim fol(fn(t))zw(t) dt = 0 et conclure.
n—+4o00

at
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