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Mathématiques approfondies — Mathématiques 11

Corrigé du sujet adapté — 2015

Les questions et sous-questions conservent la numérotation de 1’énoncé adapté.

Partie I — Probabilité de surpassement et espérance

Partie I — La formule E(X) = [,">° Sx(z)dx

Questions 1 a 6.

Corrigé — Partie 1.

1. Le cas exponentiel.

a) Pourz >0, Sx(z) = 1—F(z) = e . Pour A > 0, fOA e M dy = 1—e)\*“‘ — .
A—+o0
Or E(X) = 1.
1 oo
E(X):—:/ Sx(x)dx
A Jo

b) F est nulle sur R_ et vaut 1 — e~ ** sur Ry : elle est continue, croissante et concave
sur Ry, de tangente y = Az en 0 et d’asymptote y = 1 en +0c0. Comme Sx =1—F,

E(X) est 'aire du domaine compris entre 'asymptote y = 1 et la courbe de F', pour
xz > 0.

‘E(X) = aire entre la droite y = 1 et la courbe de F sur R;. ‘

2. La fonction h.

a) h est continue et positive sur Ry, et h(z) et x—lg L’intégrale de Riemann ;"> j—g
X oo

converge ; par comparaison de fonctions positives :

+o0
/ h(zx) dx converge.
0

d)z+2c+d . s . .
b) xL%—%ﬁz%, qui est égal & h(x) sic+d=0et 2c+d=1, soit c=1
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et d=—1.

h(z) = ! ! H(m)zln(x—i_l

poris ey ¥ oy 2) est une primitive de h sur R,.

c) fo est positive et continue sur R sauf peut-étre en 0. De plus fg wfo=0c¢t

A+1

A +oo In2
h(z)dr =In —— —1
/0 (z)dx n— > —n

1
3 m In2, donc n fo=

=1.
In2

‘ fo est une densité de probabilité. ‘

3. Une variable sans espérance.

1.

a) = — xfo(x) est positive sur Ry et xfy(x) zIn2

Ji7o0 2z diverge.

~ I'intégrale de Riemann
T—+00

’X n’admet pas d’espérance. ‘

b) Pour z < 0, Sx(z) =1 car X > 0. Pour x > 0, avec 2.b) :

1 oo 1 z+1

1 1 1
= — _— > ~ .
Sx(x) ln21n(1+x+1) (> 0), Sx (@) z—+oo x1n 2

1

c) Sx est positive et continue sur Ry, et Sx(x) ~ —5,

Riemann divergente en 4c0. Par comparaison :

terme d’une intégrale de

+oo
/ Sx(x) dx diverge.
0

4. Propriétés de Sx.

a) Sx =1— Fx, ou Fx est la fonction de répartition de X, croissante et de limite 1
en +oo.

Sx est décroissante et lim Sx(x) =0.
r——+00

b) Une fonction de répartition est continue & droite en tout point, donc Sx =1 — Fx
aussi. Comme X > 0, Sx(z) = 1 pour < 0, donc lim,_,,- Sx(z) = 1 ; et
Sx(0) = P([X >0]) =1 - P([X =0]).

‘S x est continue a droite ; elle est continue en 0 <= P([X =0]) = 0. ‘

5. Le cas a densité.

a) X est a densité, donc Fyx est continue sur R, et Sy = 1 — Fx aussi. Pour z > 0,
Fx(z) = Fx(1)+ J{ f(t)dt avec f continue sur |0, 4oo[ : Fy est de classe C! sur
10, +o00[.

Sx est continue sur R, de classe C! sur )0, +-00[ avec S = —f.
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b) Sur J0,1], 0 < zf(x) < f(x), et fol f converge (f est une densité). Par comparaison
de fonctions positives :

1
/ zf(x)dx converge.
0

c) Pour A = 0, les deux membres sont nuls. Soit A > 0 et ¢ €]0, A[. Les fonctions
u = Sx et v:x— xsont de classe C! sur [, A], avec v/ = —f et v/ = 1. Par
intégration par parties :

A A
/ Sy () de = ASx(A) — eSx (e) + / 2 f(2) dz

Quand € — 0 : eSx(e) — 0 (Sx est bornée), fEA Sx — f64 Sx (Sx est continue sur
0, A]) et [Aaf— [ af (Qapres b)).

A A
/ SX(x)dx:ASX(A)Jr/O of (z) dz

0

d) Si f0+°° Sx converge, alors, comme ASx(A) > 0 et Sy > 0, on a pour tout A > 0
fOA zf(z)dr < f64 Sx < J;7° Sx. La fonction A — fOA xf est croissante et majorée,
donc converge. Comme f est nulle sur R_ et zf > 0 sur Ry :

‘X admet une espérance.‘

e) Sx(A) = P([X > A]) = [£*° f(z)dz, et zf(x) > Af(x) pour z > A. Par croissance
de l'intégrale :

+oo +oo
/ > A / 2)dx = ASx (A).
A

f) Si X admet une espérance, alors 0 < ASx(A) < [ zf, qui tend vers 0 (reste
d’une intégrale convergente). Avec c), [ Sx — 0+ [;7° xf = E(X). La réciproque
est d).

X admet une espérance < f0+°° Sx converge,
et alors E(X) = [;F* Sx(z) dz.

Le cas a valeurs dans N.

a) Comme X est & valeurs entiéres, Sx(k) = P([X > k + 1]). Récurrence sur n :
pour n = 0, les deux membres valent P([X > 1]). Sl I’égalité est vraie au rang n,
on ajoute Sx(n+1) = P([X > n + 2]), et on utilise P([X > n+1]) = P([X =
n+1)+P((X >2n+2]):

m+DP([(X>2n+1)+P((X 2n+2]))=n+1)P(X =n+1))
+(n+2)P([X =n+2]).

ZSX n~|—1)P([X2n—l—l])+zn:k:P([X:k]).
k=0

b) Si 3" Sx(n) converge, alors S_7_q kP([X = k]) < Y7o Sx(k) < X725 Sx (k). La
série a termes positifs > kP([X = k|) a des sommes partielles majorées, donc
converge.

‘X admet une espérance.‘
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c) Si X admet une espérance, 0 < (n+ 1)P([X Zn+1]) =35, 1 (n+1)P([X =
k) < Yisns1 KP([X = k]) — 0 (reste d’une série convergente). Par a),
n o

Yor—o0Sx (k) — E(X). La réciproque est b).

+oo
X admet une espérance < ZSX(n) converge, et alors E(X) = Z Sx(n).
n=0

d) (i) Pourz € [k,k+1[ (k€ N), [X > x| =[X > k+ 1] car X est a valeurs entieres,
donc Sx(z) = Sx(k). Par la relation de Chasles :

N N-1
/ Sx(z)dr = 3 Sx(k).
0 k=0

(ii) Soit A > 0et N = |A]. Comme Sy > 0, on a foNSX < f645X < fONJrl Sx.
Quand A — +00, N — +00 et les deux bornes tendent vers E(X) par (i) et c).
Par encadrement :

A
E(X) = AEToo/o Sx(x) dz.

Partie II — Fonctions de distorsion et espérances corrigées : un
exemple

Partie II — La distorsion w,

Questions 7 a 9.

Corrigé — Partie II.
7. La fonction w,.

a) & est continue et strictement croissante sur 'intervalle R (sa dérivée ¢ est strictement
positive), avec lim_o, ® = 0 et lim o, ® = 1. D’apres le théoreme de la bijection :

‘(P réalise une bijection de R sur |0, 1]. ‘

b) W est continue et strictement croissante sur ]0, 1], et dérivable car ¢ ne s’annule pas,

avec V' (z) = m. Donc wy = (¥ — ¥U(a)) est continue et dérivable sur |0, 1].

Quand z — 0T, ¥(z) — —o0, donc wu(z) — 0 = w,(0). Quand z — 1~, ¥(z) —
+00, donc wy(z) = 1 = wa(1).

’wa est continue sur [0, 1] et dérivable sur |0, 1]. ‘

¢) Notons a = ¥(«). Pour z €]0,1] :
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2

o))2
wl,(z) = exp <\I/(a)\11(x) _ (@) ) .

d) wa(a) = B(0) = & et wl (o) = e =0/ = (¥(@*/2,

1
y=73 + eq’(a)Q/Q(ac —a).

€) On a w,(0) =0 et wy(1) =1, et w, est continue sur [0, 1] avec w), > 0 sur ]0, 1],
donc croissante sur [0,1]. Comme a < 5 et ¥(1) =0, on a a = ¥(a) < 0. Alors
x +— a¥(z) est décroissante, donc w!, aussi : w, est concave sur |0, 1[.

‘wa est une fonction de distorsion. ‘

8. Espérance corrigée d’une loi log-normale.

a) D’aprés le théoréme de transfert, E(X) = E(e) existe si [12° ey\/#—e*(y*“)z/2 dy

2
converge. Or

y—p? _ (y—p—1) 1
5 = 5 + p+ 5"
L’intégrande est donc e#1/2 fois la densité de la loi N'(p + 1,1), d’intégrale 1.

Y

E(X) = /T3,

b) Soit z > 0. On a Sx(z) = P([Y > Inz]) =1— ®(Inz — p) = ®(u — Inz) €]0,1],
donc U(Sx(x)) = p—Inx et wa(Sx(z)) = ®(u— V(o) —Inz). Par ailleurs, Xe~ ()
a la méme loi que e¥ ¥ avec Y — ¥(a) <= N (px — ¥(a),1). Donc

P([Xe @ > z]) = P([Y — ¥(a) > Inz]) = ®(u — ¥(a) — Inz).

wa(Sx (x)) = P([Xe V@ > g]).

c) Posons X' = Xe ¥ Par b), w, 0 Sx = Sx sur |0, +00] (et en 0, les deux valent
1). X’ a méme loi que e avec Y/ < N(m,1), m = u — ¥(a). Sa fonction de
répartition vaut x — ®(Ilnx — m) sur |0, +o0[ et 0 sur | — 0o, 0] : elle est continue
sur R et de classe C! sur ]0, +-o00[. Donc X’ admet une densité nulle sur | — oo, 0]
et continue sur |0, +oo[. D’aprés a) (appliqué a Y’), X’ admet I’espérance e™+1/2,
D’apres 5.f), [;7°° Sx: converge et vaut E(X").

E,, (X) existe et B, (X) = etz —¥(a) — E(X)e V@),

9. Tracé en Python.

a) p est un tableau numpy & une dimension de 97 éléments : 0.02,0.03,...,0.98 (pas de
0.01). q est un tableau de méme taille, dont I’élément d’indice k vaut ¥(py) — ¥(«).

b) On applique ® terme a terme :
wa = sp.ndtr(q)

c) Pour p €]0, 1] fixé, o — ¥(p)—¥(«) est strictement décroissante, et ® est strictement
croissante. Donc wo.2(p) > wo.4(p). On peut aussi remarquer que wo (o) = 3, et la
courbe 1 passe par (0.2, 0.5).

‘04 = 0.2 correspond a la courbe 1 (la courbe supérieure). ‘

at
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d) On étudie les limites de w/, en 0 et en 1, puis on applique I'inégalité des accroisse-
ments finis (ou le théoréme des accroissements finis) aux taux d’accroissement.

e Comme a < 0, quand z — 07, a¥(x) — 400, donc w!, (z) — +oc. Pour z €]0, 1],
il existe ¢, €0, z[ tel que M = w! (cz) — 400 : la tangente en (0,0)
est verticale.

e Quand x — 17, a¥(x) — —o0, donc w,,(x) — 0, et de méme la tangente en

(1,1) est horizontale.

‘Tangente verticale (z = 0) en (0,0), tangente horizontale (y = 1) en (1, 1)‘

e) Quand o — 07, ¥(a) — —o0, donc pour tout p €]0,1], wa(p) — 1, tandis que
wqa(0) = 0.

La courbe se rapproche du segment vertical [(0,0), (0, 1)]
et du segment horizontal [(0,1), (1,1)].

Partie III — Sous-additivité des espérances corrigées

Partie IIT — Inégalité E,(X +Y) < E (X) + E4(Y)

Questions 10 a 14.

Corrigé — Partie III.
10. Propriétés des fonctions de distorsion.
a) Pour n >2, L et 1 — L sont dans ]0,1[, et g est concave sur ]0,1[. L’inégalité de
concavité au point x (1 - %) + (1 —2)% (combinaison convexe de coefficients z et
1 — z) donne 'inégalité (avec égalité si n = 2).

Pour n = 1, l'inégalité s’écrit g(1 —x) > 1 — x ; c’est le résultat de b) appliqué a
1 — z, et b) n’utilise que les rangs n > 2.

g(:v(l—;)—i—(l—x);) 21’9(1—;)4—(1—1‘)‘9(71).

b) On fait tendre n vers +oo dans a). Comme ¢ est continue sur [0, 1], on obtient
g(x) = zg(1) + (1 = x)g(0).

‘Va: €[0,1], g(x) > x‘

Remarque. De méme, en passant a la limite dans I'inégalité de concavité, la continuité
de g montre que g est concave sur [0, 1] tout entier.

c) La premiere équation équivaut & A(b+¢ —a) = ¢, soit A = ;== €]0,1[ (car e > 0
et b > a). La seconde s’écrit a + A\(b+ ¢ —a) = a + ¢ : elle est alors vérifiée.

Par concavité de g (en a et b+ ¢) :

g(b) = Ag(a) + (1 = N)g(b+e),  glate)=(1-Ng(a)+ Ag(b+e).

6
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En sommant, ¢g(b) + g(a+¢) > g(a) + g(b+¢).

[9(b+¢) —gla+2) < g(b) - g(a).]

Grace a la remarque de b), le méme raisonnement vaut pour 0 < a < b, ¢ > 0 et
b+ e < 1. L’inégalité est triviale (égalité) si a = b ou € = 0. Elle reste donc vraie
déesque 0 <a<<b<b+e<l.

Premiéres propriétés de E,.

a) D’aprés 10.b), 0 < Sx < g o Sx. Par comparaison de fonctions positives, [;" Sy
converge. D’apres le résultat admis a la fin de la partie I, E(X) existe et vaut
Jo™ Sx.

E(X) = /0+°° Sx(z)de < /O%O 9(Sx(2)) dz = E,(X).

b) Si X = ¢ presque stirement (avec ¢ > 0), alors Sx = 1 sur [0,c[ et Sx = 0 sur
[e, +00[. Comme ¢g(1) =1 et g(0) =0:

E,(X) = /Oclda: _ c—E(X).

c) rX+s > s,donc Syxys(x) = 1 pour z < s, et Spxis(x) = P([X > £2]) = Sx (£2)

T
pour = > s. Le changement de variable z = s + ru (affine, de classe C! et bijectif de

[0, +00] sur [s,+oo[) conserve la nature de l'intégrale, et

/;009(5){(3: ; S)) dr = r/0+oog(SX(u))du_

E (rX + s) existe et Eg(rX +s) = s+ rEy(X).

d) Pourz e R, [T > z|N[T < W] C[W >z, dou Sr(x) = P([T > z]N[T < W]) <
Sw (z). Comme g est croissante, g o St < g o Syy.

Ey(T) < Eg(W).

Le cas Y bornée.

Pour > B, Sy(z) = 0, donc g(Sy(z)) = 0, et 0 < go Sy < 1. Ainsi Ey(Y) =
JZ g(Sy (x)) dz existe et E,(Y) < B.

Ensuite, P(0 < X +Y < X + B]) = 1. D’apres 11.c) (avec r =1, s = B), E4(X + B)
existe et vaut E¢(X) + B. Comme 0 < go Sxyy < go Sx4p (voir 11.d)), Eg(X +7Y)
existe par comparaison et Ey(X +Y) < Ey(X + B).

E,Y)<B et E X+Y)<E/(X)+B.

Le cas d’une variable a valeurs entiéres bornée.

a) Si P([U = 0]) = 1, alors 12 (avec B = 0) donne Ey(X + U) < E4(X), et 11.b)
donne E4(U) = 0. Ceci vaut pour toute probabilité, toute distorsion g et toute X.

Ey(X +U) < Ey(X)+ Ey(U) : la propriété est vraie pour n = 0.
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b)

c)

d)

(i) Comme Z > 0 presque stirement, ([Z = 0],[Z > 0]) est un systéme quasi-
complet d’événements, de probabilités 1 — p et p (si p = 1, le premier terme
ci-dessous est nul). Sur [Z = 0], [X + Z > z] = [X > z]. Par la formule des
probabilités totales :

Sx+z(x) = (1 —p)Pz=g([X > 2]) + pSx 42 ().

(ii) Avec le méme systéme, et puisque [Z > z] C [Z > 0] pour z > 0 :

Sx(x) = (1 =p)Pz—q([X > z]) + pSx(x),  Sz(x) = pSz(x).

(iii) Posons e = (1 —p)Pz—o([X > 7]) > 0, a = pSk(v) et b = pS%, (v). Comme
X +7Z > X P*-presque siirement, S% < S}‘(+Z, donc 0 < a<b Deplusb+e =
Sx+z(x) < 1. D’apres 10.c) (étendue ci-dessus), g(b+¢) —g(a+¢e) < g(b) —g(a),
c’est-a-dire g(Sxyz(7)) — 9(Sx(x)) < g(pSx, z()) — g(pSk(x)). On retranche
9(Sz(z)) = g(pS%(2)) :

9(Sx+z(x)) — g(Sx(x)) — g9(Sz(x))
< 9(pSx z(x)) — 9(pSx(x)) — g(pS7(x)).

Par 10.b), g(p) = p > 0. La fonction h est continue et croissante sur [0, 1], avec
h(0) =0 et h(1) = 1. Elle est concave sur |0, 1] comme composee de z — pz (affine,
a valeurs dans ]0, p[C]0, 1[) et de g concave, multipliée par ( 7 > 0. Clest donc une
fonction de distorsion.

On travaille avec la probabilité P*, sous laquelle Z € {1,...,n+1} presque siirement.

Posons U = Z — 1 : alors P*([U € {0,...,n}]) =

o X admet une espérance corrigée par h pour P* : en effet pS% < Sx par (ii),
donc 0 < h(S%) < géﬁ;i), qui est intégrable.

o L’hypothese de récurrence (pour P* et h) donne Ej (X +U) < E;f(X) + E;(U),

ou Ej désigne I'espérance corrigée par h pour P* ; les existences viennent de 12
car U est bornée.

o D’apres 11.c) avec r = 1 et s = 1 (résultat valable pour toute probabilité) :
Ei(X+Z)=E(X+U)+1et Ei(Z) = E(U) + 1.

Donc Ej (X + Z) < Ej(X) + Ej(Z), c’est-a-dire :

+0oo . +oo . +oo .
| nSxs@) < [ k@) dot [ (Sy(@) da.

En multipliant par g(p) > 0, on obtient [g(pS%, ;) — [9(pS%) — [9(pS;) <0
On integre I'inégalité de b)(iii) sur |0, 4o0[ ; toutes les intégrales convergent, en
particulier Ey(Z) et E4(X + Z) par 12. On obtient :

E (X +Z) < EyX)+ Ey(Z).

Sip =0, alors Z = 0 presque siirement et le résultat découle de a). La propriété
est donc vraie au rang n + 1 (pour toute probabilité, toute distorsion et toute X).
Par récurrence, l'inégalité (2) est vraie pour toute variable U a valeurs presque
stirement dans {0,1,...,n}, quel que soit n € N.
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b)

d)

14. Le cas général.

a) 0 <Y, <Y < B presque stirement, donc E4(Y;,) et E¢(X +Y,,) existent par 12.

De plus, U = nY,, = [nY | est presque siirement & valeurs dans {0, ..., [nB]}, et
Ey(nX) =nEy4(X) existe (11.c)). D’apres 13 appliqué a nX et U :

E,(nX +U) < Ey(nX) + Ey(U) =nEy(X) + nEy(Yy,),

ou l'on a utilisé 11.c) pour E4(U) = E4(nY;) = nE4(Y,). Toujours par 11.c) (avec
r=1), E((X+Y,) = 1E,(nX + U).

Eg(X +Yn) < Bg(X) + Ey(Yn).

[nY ] <nY,doncY, <Y et, pour x >0, [V, > 2] C[Y > z|. Ainsi Sy, < Sy, et
par croissance de g :

Ey(Ya) < By(Y).

Le changement de variable u = x — % (affine, de classe C!, bijectif) donne 1’égalité.
Comme [nY] >nY —1L,onaY <Y, + 1 Donc [X +Y >u+ 1] C[X+Y,>u,
d’'ott Sxyy(u+ 1) < Sxyy,(u), et par croissance de g :

/J:O 9(Sx+y (2)) dz = /0+°°g (SX+Y <u - i)) du < Ey(X +Yy).

E (X +Y) existe (12). Comme go Sxiy < 1, on obtient avec a), b) et c) :
1 +oo 1 1
Ef(X+Y) < —+ y 9(Sx 1) < —+ By(X) + By(Ya) < — + Eg(X) + Ey(Y),
n

En faisant tendre n vers 400 :

EjX+Y) < EyX)+ Ey(Y).




