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ECRICOME

Mathématiques approfondies

Corrigé du sujet adapté — 2016

Les questions et sous-questions conservent la numérotation de 1’énoncé adapté.

Exercice 1

Exercice 1 — La série Y(—1)"n

n

ninn In2)?
anl(—l) IT :fyln2—%.

Corrigé — Exercice 1.
1. La constante d’Euler.

a)

In(1 = —_— 2 = 1— 2 2.
Il( +x)x—>0x 2 +O($ )7 1+ 2 z—0 T —|—0(£13)

b) wnﬂ—wn:n%rl—ln(l—i—l):l- L —ln(l—{—%).Aveca)eta::%—>0:

1 1 1 1 1
PRRITIE S S S SVE Y

Wnp4+1 — Wn

~ — -
n—+oco  2n2

C) Wy — Wpy1 ~ # >0et > # converge (Riemann) : par comparaison de séries a
termes positifs, > (w,4+1 — wy,) converge. Comme wy, = wy + Y71 (We1 — wg) :

Z(wnH — wy,) converge et (wy,) converge vers un réel .

2. Etude de ¢.

¢ est dérivable sur ]0, +oo[ et ¢/(t) = 1;%”, positif sur |0, e] et négatif sur [e, +-00].

¢(t) = —oo quand t — 0T et ¢(t) — 0 quand ¢ — +oo (croissances comparées).

t 0 e +o00
¢'(t) + 0 -
1
© / e \
—00 0
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3. Convergence de > u,.
a) On a u, = (—1)"p(n) et ¢ est décroissante sur [3, +oo[C [e, +00[. Pour n > 2 :
Sonta — Sop = g0(2n + 2) — @(271 + 1) <0,

Son+3 — Sant1 = p(2n+2) — p(2n +3) > 0,
et 52n+1 — So, = —(p(2n + 1) — 0.

‘ (S2n)n>2 €t (S2n+1)n>2 sont adjacentes. ‘

b) Deux suites adjacentes convergent vers une méme limite ¢ ; les sous-suites paire
et impaire de (.S,) convergeant vers ¢, (Sy,) converge. En revanche |u,| = ln” >1
pour n > 3, et Z% diverge.

‘ E uy, converge, mais pas absolument. ‘

4. La suite (vy).

a) Pour n >3 et t € [n,n+1], (t) > ¢p(n+ 1) (¢ décroissante sur [e, +00]) ; par
croissance de 'intégrale :

n+1
In(n+1) S/ ln—tdt
n—i—l n t

(ln t)? , donc

b) Une primitive de ¢ est t —

In(n+1) /”"‘1 Int

n+l — Un = —dt < > 3).
Upgl — U e ; 0 (n>3)

De plus v, = Yj_yo(k) = [ o) dt = (p(1) + 9(2) = [F o) + Tpzd (k) -
:H <,0) + (n) pour n > 4. Chaque terme de la somme est positif (comme en a), et

©(n) >0 : (vy) est minorée par p(2) — f13 . Par le théoreme de la limite monotone

‘ (vn)n>3 est décroissante et convergente. ‘

5. Expression de So,.
Son = 21 pair<2n (k) = 3y impair<2n (k) =23 pair<2n o(k) — 2221 o(k)

n

2n
In k
Szn — Z T
Ensuite 2 Y7 lngf) =2y} 4+ B =m2Y ], k—l—vn—F et San Bk =

(In 2+Inn)? . .
Von, + ~——5 ——. En développant :

"1 In 2)?

Son = In(2 Z z + vy, — Vop, — (In2) —In(2) In(n).
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6. Somme de la série.

Son = In(2) wy, + vy, — vop — % ; Wy — Y et vy — vap, — 0 ((vy,) converge). La série

convergeant (3.b), sa somme est la limite de (Sap,) :

+oo 2
1 In2

S g - 27

— n 2

Exercice 2

Exercice 2 — Points critiques et polynémes propres

u critique <= S” —4XS’ +4nS = 0 ; unicité du point critique.

Corrigé — Exercice 2.
1. L’endomorphisme ¢.

a) ¢ est linéaire (linéarité de la dérivation). Si deg P < n, deg(4X P’) < n et deg P" <
n.

‘ ¢ est un endomorphisme de R, [X]. ‘

b) ¢(X*) = 4kXF — k(k — 1)X*2 (¢(1) =0, ¢(X) = 4X) :

o 0 -2 0 0
0 4 0 -6
Mat(¢) = i (O .
o
0 0 4n

(coefficients diagonaux 4k, coefficient —k(k — 1) en position (k — 2, k), autres nuls).

c) Avec P =3X —4X3: P =3 —-12X2% P" = -24X, ¢(P) = 12X — 48X3 + 24X =
12(3X —4X3).

3X — 4X? est vecteur propre de ¢ pour la valeur propre 12.

d) La matrice est triangulaire supérieure de coefficients diagonaux 4k, k € [0, n], deux
a deux distincts : ¢ a n + 1 valeurs propres distinctes en dimension n + 1.

‘gf) est diagonalisable et chaque sous-espace propre est de dimension 1. ‘

2. Le cas n = 2.

a) (z,y) — 22 + y? est polynomiale et (z,y) — In(y — ) est la composée de In (de
classe C? sur R?% ) et d’une fonction polynomiale strictement positive sur Dy : f est
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de classe C? sur Ds.

1 1
81f:2$+77 82f:2y_ ;
Yy—x y—x )
R f=03,f=24+———, Ryf=03f=——.
1,1 2,2 (y_x)Q 1,2 2,1 (y—l’)2
b) En sommant, Vf = 0 impose 2(x+y) = 0, soit y = —x avec z < 0, puis 2z — % =0,
z? = 1, v = —3. Réciproquement Vf(—1,1) = 0.

11
(—5, 5) est 'unique point critique de f.

c) %(1,1) et t(1,—1) sont vecteurs propres associés & 2 et 4. En ce point y —x =1 et
la hessienne est cette matrice, dont les valeurs propres sont strictement positives.

11
Sp ={2,4} ; f admet un minimum local en (—5, 5)

3. Caractérisation des points critiques.

1

a) xj, intervient dans In(z; — x) pour j > k (dérivée —
J

) et dans In(xy — z;) pour

i < k (dérivée xkix) :
1 1
Of =2mp+ - ;
e A A
1
8kf(u):2mk—z -.

b) D, est ouvert et f de classe C! : u est critique si et seulement si toutes les dérivées
partielles s’annulent en u.

1
T — Xy

u critique <= Vk, 2z — Z
ik

=0.

€) 8 = Qi+ (X — 24)Q} ot 8" = 2Q) + (X — 2)Q ; en

S'(xx) = Qulxr),  S"(xx) = 2Q)(wx).

d) Par la formule de dérivation d’un produit, Q;C = Z#k Hj;ék,i(X _ ij), et pour z
distinct des x; (i # k), [Tjzpi( — ;) = Qk(x)

T—x;

1

Tr—x;

Qkl(@) = Qr(2) Y

itk

e) Les x; étant distincts, on peut prendre x = z, dans d), et Qx(xy) # 0. Avec c) :

S (@) — o' (w1) = —2Qu(an) (22 = Y —— ).

ith Tk T i

u critique <= Vk, S"(xy) — 4xpS (zx) = 0.
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f) Si w est critique, T'= S" —4X5’, de degré < n, s’annule aux n réels distincts zy, : il
est divisible par S (unitaire de degré n), donc T'= \S avec A € R. Réciproquement,
siT = AS, T(zx) = 0 pour tout k. Le terme dominant de T est —4nX"™ et celui de
S est X", donc A = —4n.

‘u critique <= S” —4XS" +4nS = 0.

4. Unicité et cas n = 3.

a) S —4XS8 +4nS = 0 signifie ¢(S) = 4nS : S est un vecteur propre de ¢ associé
a 4n. D’apres 1.d), F4,(¢) est une droite, et elle contient au plus un polynéme
unitaire de degré n. Si u et v/ sont critiques, leurs polyndémes S sont égaux, donc
leurs racines aussi, rangées dans ’ordre croissant : v = u/.

‘ f admet au plus un point critique sur D,,.

b) Pour n = 3, E12(¢) = Vect(3X — 4X3) et le polyndome unitaire correspondant
est § = X3 —3X = X(X - @)(X + @), de racines réelles distinctes. Avec

U= (—@,O, @) € D3,onaS" —4XS5 +12S =0, donc u est critique.

V3 ﬂ),

Unique point critique sur D3 : ( 5 5
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Probléme

Probléme — Partie A — La loi Beta

Iy = %, moments et fonction de répartition.

Corrigé — Probléme.

1. Les intégrales I .

a)

1 u 1
a,0 /0 x x a+ 1

b) On integre par parties sur [0,1] avec p(z) = (1 — )" et q(z) =
p'(x) = —b(1 — )71, ¢'(z) = 2 ; le crochet est nul (b> 1) :

a+1

x 1
T de classe C*,

b
Iab

b= m%ﬂ,b—l-

c) Par récurrence sur b (pour tout a) : vrai pour b = 0 par a). Si c’est vrai au rang

_ b (at+D)!(b-1)!
b—1 lop = 337 o

7 alb!
“T (@ b+ 1)
d) fap est positive, continue sauf éventuellement en 0 et 1, et fff: fap = (at?;;l)!fa,b =

1.

fap est une densité de probabilité. ‘

2. La loi Beta.

a) fqp est nulle hors de [0, 1], donc les moments existent, et

iy (atb+1) C(a+b+1) (a+1)0B!
(X) == a0 = 1 (a+b+2)
a+1
E(X)=——.
(X) a+b+2

b) De méme E(X2) = (&babip o — % Par la formule de Kénig—

Huygens, et comme (¢ +2)(a+b+2) —(a+1)(a+b+3)=b+1:

a+1l (a+2)(a+b+2)—(a+1)(a+b+3)

VX = (a+b+2)(a+b+3) ’

(a+1)(b+1)
(@a+b+3)(atb+2)2

V(X) =
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c¢) Notons N =a+b+1;sur [0,1], F(z) = Sp qiq (V)2"(1 — )Nk, F est continue

sur R: F(0) =0 (car k > 1) et F(1) 7(%)—1 Sur 10, 1[, avec k(}) = N(3 ) et
(N =k)(}) =N -
N 11_$Nk_<N_1)$k1_xNkl
kz+(( ) (1-2) A A

_ N(Na_ 1) 29(1 — z)N-1-

(somme télescopique, le dernier terme étant nul pour k = N), c’est-a-dire F' = f, .
Ainsi F et  — [*__ fap sont continues, ont méme dérivée sur |0, 1[ et coincident
en 0 ; elles sont égales sur [0, 1], et aussi hors de [0, 1].

‘F est la fonction de répartition de X. ‘

Probleme — Partie B — L’urne de Pdlya

]P(Xn _ k) _ (a-‘rk—l) (b—&-n—k—l)/(al—itg;l) : E(Xn) — na

Corrigé — Probleme.

3. Valeurs de X,,.

4. Simulation.

a) La boule est rouge avec probabilité
ifr<x/ (x+y):

:L‘+y :

b) On ajoute une boule de la couleur tirée ; X,, est le nombre de rouges ajoutées :
x=x+1
else:
y=y+1
Xn = x - a
c) On compte les fréquences d’apparition de chaque valeur k € [0,n] :
def simulation(a, b, n, m):
loi = np.zeros(n + 1)
for i in range(m):
k = experience(a, b, n)
loilk] = loilk] + 1
return loi / m

5. Lecasa=b=1.

a) Les diagrammes ont des batons de méme hauteur ﬁ :

Conjecture : X,, — U([[O,n]]).‘
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b) Au premier tirage, 'urne contient une boule rouge et une blanche :

c) Sachant [X,, = k], I'urne contient 1 4 &k boules rouges et 1 + n — k blanches, soit
n + 2 boules :

k+1 n+1—k
Pix, =) (Xny1 =k +1) = ——t Pix, =) (Xnt1 = k) = “nio

Pix, i (Xni1 =€) =0 (£ ¢ {k,k+1}).

9

d) C’est vrai pour n = 1. Si X,, <= U([0,n]), la formule des probabilités totales avec

le systéme complet ([X,, = j])o<j<n donne, pour k € [0,n + 1] (en convenant que
P(X, = 1) = P(Xp=n+1)=0) :

1 n+1—k 1 k 1
(Xnt1 ) n+1 n+ 2 +n—|—1 n+2 n+4+2
—_ P 7 . . 1
(pour k =0 et k =n+ 1, un seul terme est présent, et il vaut aussi W)

¥ne N, X, = U([0,n])|

6. Le cas général.

a) Par la formule des probabilités composées, avant le j-iéme tirage 'urne contient
a+b+j—1boules:
_a a+1 a+k—1 b b+n—k—1
T a+b a+b+1 a+b+k—1 a+b+k a+bt+n—1

(atk—D)l(btn—k—Dl(at+b—1)
(a—NOB-D!(a+b+n—1)!

b) Toute suite de n tirages comportant k rouges a la méme probabilité : les dénomina-
teurs sont toujours a +b,...,a+ b+ n — 1 et les numérateurs sont, dans un autre
ordre, a,...,a+k—1etb,...,b+n—k—1. [X, = k] est la réunion disjointe de

ces (}) événements (aussi pour k = 0) :

P(RiN---NRyNRr1N---NR,) =

P(X, = k) = n\(a+k—-1)!b+n—-k—-1)(a+b—1)
Tk (a—b-D(a+b+n—1)
btn—k—1\ n!(a+b—1)!  ja+btn—1y"1 |
C0 )5 vy = (asont )
(Y
]P)(XTL = k) = (a-i-b-‘rn—l)
a+b—1

d) (a+k) (ajﬁzl) = a(azk). Par ailleurs, c¢) appliquée & I'urne de composition (a + 1,b)

(somme des probabilités égale a 1) donne Y7_ (“7%) (*Hn=k=1) = (+Fbtm) Donc

a b—1 a+b
a+b+n
E(a+ X,) = (a+b) :a(a—i-b—i-n)
RGeS atb
ala+b+n) na
E X,)=—-—> EX, = .
(@ + Xa) a+b (Xn) a+b
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Probléme — Partie C — Convergence en loi de Xz

n

Yoo = X" converge en loi vers la loi Beta de parameétres a — 1 et b — 1.

Corrigé — Probléme.

Notons D,, = (anfgfIl).

7. Valeurs extrémes.

Y, est a valeurs dans [0, 1] :

(Fa(x)=0siz<0, Fy(z)=1lsiz>1]

8. Le cas z €]0,1].

a) YV, <z <— X, <nzr < X, <|nz] (X, entiere).

| Fu(z) = P(X,, < [na)). |

b) F,(z) = Dn ZW (“+k h (b+7g:’f_1). On applique la formule admise avec p =
|nz|+a € Ja,a+b+n—1] (car |[nx| <n—1),eta+b+n—1—p=>b+n—1—|nx]

Fn(x):ia%1<tnﬂ-+a> <b+n—1—LnfBJ>'

— 1 a+b—1—1
1=a

C) (m) _ m(m—1)---(m—j+1)

; i , produit de j facteurs équivalents a m :

j ) m—+oo ]‘ ’
a+b—1

d) |[nz|+a~nz,b+n—1—|nx| ~n(l—2x)et D, ~ m. Le terme d’indice 4
est donc équivalent a

(nz)t (n(1—2))*™ 17" (a+b-1)! [(a+b-—1
i! (a+b—1—1)! natb—1

)l,i(l _ l,)a—l—b—l—i‘

i

9. Le cas x = 0.

b+n—1 _
Fo(0) = P(X, = 0) = L) ol el g > 1,
"3
F,(0) = 0.
n( ) (aq‘:f):gﬁzl) n—-+00

10. Convergence en loi.

La fonction de répartition de la loi Beta de parameétres ' =a — 1 et b’ =b — 1 (entiers
naturels) est, d’aprés 2.c), F(z) = 00071 (“Fh=hak(1 — z)etb=1=F sur [0, 1], 0 avant,
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11.

1 apres. D’apres 7, 8.d) et 9, Fy,(x) — F(x) pour tout réel x (y compris z = 0 ou
F(0) = 0). Par définition de la convergence en loi :

Y. £ Y, Y de loi Beta de parametres a — 1 et b — 1.
n—-+0o0o

Espérance.

Dapres 6.d), E(Y,) = ;43 pour tout n, et d’apres 2.a), E(Y) = % =5

L’espérance de la loi limite est la limite des espérances, ce qui est cohérent avec la
convergence en loi obtenue ; la proportion de boules rouges ajoutées se stabilise en

moyenne autour de la proportion initiale ;%7.

10



