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emlyon business school
Mathématiques approfondies

Corrigé du sujet adapté — 2016

Les questions et sous-questions conservent la numérotation de 1’énoncé adapté.

Probléme 1

Probléme 1 — Partie I — Un exemple

A =4P; + 9P, avec P;, P> projecteurs ; racine carrée de A.

Corrigé — Probléeme 1.

1. Les matrices P, et Ps.

Le systeme donne 5P, = A —4l3et PL =15 — P, :

. 0
Py=—(A—4l3) = | -1
g —1

_ =0
o O O

1
Plzg(9I3—A):

— ==
= o O

2. Puissances de A.

a) Par le calcul, P = P et P? = P, ; puis PLPo = Py(I3 — P1) = P — P2 =0 et de
méme P2P1 = 0.

P:=P, PP,=PP =0, P}=P,.

b) Récurrence : A = I3 = Py + P5. Si A¥ = 4*P| + 9% Py, alors A*1 = (4kP; +
9% Py)(4Py 4 9Py) = 481 Py 4 98+ Py d’aprés a).

VkeN, AF=4Fp, +9*P,.

3. Racine carrée.

Avec B = 2P| + 3P, a) donne B? = 4P; + 9P, = A.

B=2P,+3P=| -1
1

4. Valeurs propres.

A est triangulaire :
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Probleme 1 — Parties II et III — Décomposition spectrale de f

ffF=> )\fpi ; pi = L;i(f) projecteurs sur les sous-espaces propres.

Corrigé — Probleme 1.

5. Polynémes de degré < m.

Si P=3YoarX® P(f)=Spanff = ar > Mg =3, (Zk ak}\?)Pi :

P(f) = ZP(/\z)pz
i=1
6. Polynéme annulateur.
N € R,,[X] et N(\;) = 0 pour tout i :
N(f)=0

7. Les polynémes L;.

a) Pour j # i, M;();) contient le facteur A\; — A; = 0 ; et L;(\;) = MiQa) — 1
(M;(X;) # 0, les Ay étant distincts).

Li()\j): 1 Sii:j, L,()\]) :OSii#j.

b) L; € Ry_1[X] C R,,[X] ; par 5 et a) :

Li(f) = pi.
8. Somme des p;.
a) C’est I'hypothese avec k =0 :
€= fo = Zpi-
i=1
b) Pour z € E, x = >, pi(z) € >, Im(p;).
E= Z Im(p;)
i=1

9. Images des p;.

[N = M;(\)(X = M) L.

b) Par le résultat admis et 6, 0 = N(f) = M;(M\)(f —Nie)o Li(f) = M;(N\i)(f — Mie) o,
avec M;(\;) # 0.

‘Im(pi) C Ker(f — Aje). ‘
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10. Diagonalisabilité.

pi # 0, donc Im(p;) # {0} et \; est valeur propre de f. N est annulateur de f (6),
donc les valeurs propres de f sont parmi les racines Ay, ..., Ay de N. Les sous-espaces
propres sont en somme directe et, par 8.b) et 9.b), E = > Im(p;) C @, Ex,(f) :
[ est diagonalisable. Enfin dimE < > dimIm(p;) < Y dim E),(f) = dim E, d’ou
dim Im(p;) = dim E},(f) et I'égalité.

[ est diagonalisable, Sp(f) = {A1,...,Am}, Ex (f) = Im(p;).

11. Relations entre les p;.

a) Pour i # j, L;L; contient tous les facteurs X — X\, donc L;L; = c¢N R avec ¢ € R
et R € R[X] ; par 7.b) et le résultat admis, p; o p; = (L;L;)(f) = ¢ R(f) o N(f).

piop; =0 (i # ).

b) pi=pioce=Y piopj=piop; (8.aeta).

c) Avec k=1, f =37, A\jpj, donc p; o f = 37; \jp; © pj = \ipi.

pio f = \ip;.

12. Toutes les puissances.

Par récurrence : vrai pour k = 0 ; si f¥ = 3. Aep;, alors 71 = S0, Mepiof =30, )\fﬂpi
(11.c). Puis, par linéarité, comme en 5 :

VkeN, fF=> Np, VPeRIX], P(f)=>_ P(\)pi.
i=1 =1

13. Le produit scalaire ¢.

¢ est symétrique et bilinéaire (linéarité des p; et bilinéarité de (-,-)). o(z,z) =
S llpi()]|2 > 0, et si o(z, ) = 0, tous les p;(x) sont nuls, donc x = 3, p;(x) = 0.

‘gp est un produit scalaire sur F. ‘

14. Symétrie de f.

D’apres 11.¢), o(f(x),y) = > ;(\ipi(2),pi(y)) = >°; Mi(pi(x), pi(y)), expression symé-
trique en (x,y), donc égale & p(z, f(y)).

‘ f est symétrique pour @.‘

Par le théoréme spectral, on retrouve que f est diagonalisable (question 10).

15. Projecteurs orthogonaux.
p; est un projecteur (11.b) d’image Im(p;). Pour z,y € E, par 11.a) et 11.b),
e(pi(x),y —pi(y)) = _(pjopi(x),p;(y) —p; o pi(y)) = (pi(x), pi(y) — pi(y)) = 0.
J

Ainsi y — p;(y) est p-orthogonal a Im(p;) pour tout y.

pi est le projecteur p-orthogonal sur Im(p;). ‘
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Probléme 2

(_l)n+l

Probleme 2 — Partie I — La fonction S(z) =>,>; —&%—

S(1) =2, S(2) ="

»

12

b)

d)

f)

Corrigé — Probleme 2.

1. Divergence pour z < (.

—_1)n+1 ’ s
Six <0, % =n"% >1: le terme général ne tend pas vers 0.
La série diverge grossierement pour x € R™.
2. Le cas x > 0.
a) _ - 1 1 5 _ =14 1 __ <0et
U2p+2 — U2p = (py1) @pt2)r = Yo U2p+l T U2p-1 = Ty ZptE =

_ 1
U2p—1 — U2p = W — 0.

(ugp) 7, (uzp—1) N\, U2p—1 —uzp — 0 : adjacentes, de limite commune S(x).

Soit € > 0 ; il existe pg tel que, pour p > po, |ug, — S(z)| < € et |ugp—1 — S(z)| <e.
Avec ng = 2pg, tout n > ng s’écrit 2p ou 2p — 1 avec p > py.

‘Ve > 0, Ing, Yn > ng, |u, —S(x)| Se.‘

b) exprime que (u,,), suite des sommes partielles, converge vers S(x).

(_1)n+1 B 400 (_1)n+1
Z ~———— converge et S(z) = Z —

n

3
—_

(ugp) croit vers S(x) et (ugp+1) décroit vers S(z) :

ugp < S(x) < ugpr1 < ugp—1.

Sin=2p:0<S(x)—uzy < ugpr1—uzy = (%ﬁ' Sin=2p—1:0<ug_1—5(x) <
1

U2p—1 = U2p = [p=-

1

* | < ———.
Vn e N*, |S(x) un|_(n+1)x

On calcule u, jusqu’a ce que —z < e ; d’aprés e), u, est alors une valeur

(n+1)*
approchée de S(x) a e pres :
def approxS(x, eps):

while 1 / (n + 1)**x > eps:
n=n+1
u=1u+ (-1)*xx(n + 1) / n**x
return u
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3. Termes pairs et impairs.

En séparant les indices impairs k =2j — 1 et pairs k=25 (1 <j <p):

2p ( 1)k+1 p p
Z 2] - 1) Z
k=1 j=1 Fl
SIS SRS S o
=R o k=1 20 ke
Comme Z 2k NG Zk 1 k:c - 296 Zk 1 kﬂc :
) = Ly
=
= koo 2 S ke

4. Calcul de S(1).

1 2 1 1
a) Avec z =1 dans 3 : Un—Zk 1k ZZL:IE:Zkzn+1E:ZZ:17n+k'

2n

ik

3\??'

b) C’est une somme de Riemann de la fonction continue ¢ —

Lde
0 T+

1+t sur [0,1] ; par le

théoréme sur les sommes de Riemann, v, — = In2. Or v, = ug, (pour

x =1) tend vers S(1).

lim v, =In2=5(1).

n—-+o0o

5. Calcul de S(2).

2 2
Avec x = 2 dans 3 : u2p_Zk %—%Zﬁzl%—ﬂ%—”—.

Probléme 2 — Partie II — L’intégrale I(z) = [;">° <, dt

— Jo 1+et

2

I(z) =S(x+1)I'(x+1) et I(1) = T5.

Corrigé — Probléeme 2.

6. Convergence.

t— % est continue et positive sur 0, +-00[. En 400, elle est majorée par t*e~! = o(t%)

. 7’ 7’ . N x
(croissances comparées) : f1+°° converge pour tout z. En 0, elle est équivalente a %, et
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fol t* dt converge si et seulement si z > —1 (Riemann).

+oo 4T
/ ——dt converge <— = > —1.
0 1+et

7. Développement de I(x).

a) Pour t > 0, par la somme géométrique de raison —e™! #£ 1 :

i(_l)kJrlefkt P (e )" 1—(=1)re ™
= 1+4+e? et +1 ’

En multipliant par ¢* :

gx(t) _ (_1)ngx(t)efnt + zn:(_l)kﬂrltzefkt'
k=1

b) La fonction ¢ — kt est de classe C! et bijective de ]0,+oo[ sur lui-méme ; le
changement de variable u = kt conserve la nature de I'intégrale, et f0+°° ue " du =
I'(z+1) converge car z +1 >0 :

oo x —kt 1
/0 tTe " dt = kaF(w%—l).

c) 0 < gg(t)e ™ < 1t%e™ (1 + ¢! > 2) ; par comparaison et b) :

F(z+1)

InTtl  nostoo

0.

+oo
0< / g:(t)e ™ dt <
0

d) En intégrant a) (intégrales convergentes) et avec b) :

[e's) noo 1\k+1
I(x) =(-1)" /0+ gz(t)e ™ dt +T'(x + 1) Z (k:i)ﬂ
k=1

En faisant tendre n vers 400 (c) et partie I, avec x +1 > 0) :

[I(z) = S(z+ DI (x +1).|

8. Valeur de I(1).
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Corrigé — Probléeme 2.
9. Parité.
t —t,2t

f(_t) - (1f;—t)2 = (eetJrel)Q = f(t)

10. Densité.
f est continue et positive sur R, et F' : x — % en est une primitive (dérivée

% = f(z)), de limites 0 en —co et 1 en 400 : [T f =1.

‘ f est une densité de probabilité. ‘

11. Fonction de répartition.

Vo € R, FX(:U):/ lej—ef”'

12. Moments.

a) 0<t"f(t) < tne% =tle Tt = O(t%) en +0o0o : f0+°° t" f(t) dt converge. Par parité de
(L f(t), [T |t £(t) At converge.

‘X admet un moment d’ordre n. ‘

b) t > t?P*1f(t) est impaire et son intégrale converge :

maop+1(X) = 0.
c) Par parité, mg,(X) = 2f0+°° t2P f(t)dt. Sur [0, A], on intégre par parties avec
a(t) =t?P et b(t) = —ﬁ, de classe C1, a'(t) = 2pt?*~ 1 b/ (t) = f(¢) :
A 9 A2p A t2p—1
tPf(t)dt = — 2/ dt 2pI(2p—1).
/0 1) 1+eA+p0 1+el " Aotoo pI(2p—1)

mop(X) =4pI(2p —1).

13. Espérance et variance.
E(X)=m1(X)=0et V(X) =ma(X)=4I(1) :

14. Le maximum.

a) Par indépendance, Fy, (z) = P(N;[X; < z]) = Fx(x)", et Fz,(x) = Fy,(x +1nn) :

e(I) —X

Fy. (@) = (1+ex)n’ Fz, (@) = (1—7;6;6””)”: (1+%)_n'

b) Pour z fixé, —nIn(l + £-) ~ —e™2, donc Fyz, (z) — G(z) = exp(—e ). G est
continue, croissante, de limites 0 en —oo et 1 en 400, de classe C! : ¢’est la fonction de
répartition d’une variable & densité, de densité G’. Par définition de la convergence
en loi :

Z, —E Z, de densité x — e T exp(—e 7).
n——+0o0




