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ESSEC

Mathématiques approfondies

Corrigé du sujet adapté — 2016

Les questions et sous-questions conservent la numérotation de 1’énoncé adapté. On rappelle que
D =R\ Z et que

1 X 2 -
p(z) = z Z 2 2 P(x) = Z(_l) )
n=1

Partie I — Etude de la fonction ¢

Partie I — Convergence, imparité, périodicité, continuité de ¢

Questions 1 a 4.

Corrigé — Partie 1.

1. Convergence de > uy(z).

Soit € D. Pour tout n € N*, n? — 22 # 0 car x # +n, donc uy,(z) est bien défini.
Comme x # 0,

= 2|z| 2|x|
fun(@)] = |n? — z2| n—too n2

La série de Riemann Y # converge (2 > 1) ; par comparaison des séries a termes
positifs, > |u,(x)| converge.

‘Pour tout x € D, Y uy,(x) converge absolument, donc converge. ‘

2. Imparité et périodicité.

a) D est symétrique par rapport & 0 et, pour z € D, u,(—z) = —uy(x), d’ou par
linéarité de la somme

o(—z) = - (—un(x)) = —p(z). ‘go est impaire.‘
n=1
b) Pour z € D et n € N* :
11 (nt+tz)-(n—=z) | 2u
n—x n+zx (n—z)(n+z) |n2-—z?
c) Soit x € D ; alors z +1 € D. Pour N > 2, posons Sy (z) = >, up(z). D’aprés
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b), par décalage d’indice (m=n—1puism=n+1):

N 1 N 1 N-1 4 N+l
S 1: _— _— = —
n(@+1) Zn—l—x Zn+1+x Zm—x Zm—i—x
n=1 n=1 m=0 m=2
N
1 1 1 1 1 1
L
r 1l4+=x i \m—z m+tx N—-—x N+1+=z
1+ 1 L (@) 1 1
= —— x) — — .
1+zx N N—-—x N+1+zx

En faisant tendre N vers 400 : 3,5 un(z +1) = -1 + 1%5 + > p>1 Un(), donc

(5+1) 1 +1 1
T = —— + - —
v zr+1 =« 14z

+o0
=Y (@) =pz).  |pla+1)=p() |
n=1
Par récurrence (dans les deux sens), ¢(z + k) = ¢(x) pour tout k € Z et tout x € D.

3. Continuité de ¢.

a) Soit x € DU{0,1}. Pour n > 2, n? — 22 #0 (car x ¢ Zou z € {0,1}). Si x = 0,
7n22_xm2 %

tous les termes sont nuls. Sinon et, comme en 1, la série converge

n—+o00
absolument. L’égalité des deux écritures vient de 2.b).

‘g(az) existe pour tout z € D U {0, 1}. ‘

b) Pour z € D, en isolant le terme d’indice 1 et avec 2.b) : 3=, -1 uy(x) = L - H% +
g(x), doi

1 1 1

M@Z;—l_x+1+$—ﬂw-

S22 22
et 1, donc x et = + h sont dans D U {0,1}. Pour n > 2 :

c) Soient h € } 11 [ et z € [0,1]. Alors x + h € } 13 [, dont les seuls entiers sont 0

1 1 h
n—x—h n—-x (n—xz—h)(n—21)
1 1 h

_n+x—|—h+n+x  (nt+ax+h)(n+x)

Orn—z>n—-1>0n—x—h> n—% >0,n+xr>n—1letnt+x+h > n—% > n—%.
h

Ainsi chacun des deux termes est majoré en valeur absolue par #3

(n=1)(n—3)

2 2
(n—1)(n— %) n?
inégalité triangulaire sur les sommes partielles puis passage a la limite :

La série de terme général converge, donc C, existe et, par

lg(z +h) —g(x)| =

= h h
2 ((n—x—h)(n—x) + (n+m+h)(n+x))|

n=2
_Z;Uwﬁﬂn—§'

Ve €0.1), gl +h) —g(x)| < Culnl |
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d) Soient z,y € [0,1] avec |y — z| < 1. Avec h = y — z, ¢) donne |g(y) — g(z)| <
Cily—x| v 0 : g est continue sur [0, 1]. Sur ]0,1[, z — 1 — ﬁ—i—l%ﬂ est continue,
donc par b) ¢ est continue sur |0, 1[.

Enfin D = Upezlk, k + 1] et, pour z €]k, k + 1], p(x) = ¢(x — k) (2.c)) : sur cet
intervalle, ¢ est la composée de = +— = — k (continue, & valeurs dans |0, 1[) et de
®[j0,1[, donc continue.

’ g est continue sur [0, 1] et ¢ est continue sur D. ‘

4. Comportement en 0 et en 1.

T

g en 0 et puisque ¢g(0) = 0, cette quantité tend vers —1 +1 — 0 = 0 quand
xz — 07. La fonction z — p(x) — % étant impaire, sa limite en 0~ est aussi 0. Enfin

zo(x) =1+ (go(x) - %) — 1.

a) Pour z €]0,1[, d’aprés 3.b) : p(z) — 2 = — L+ 1_%33 — g(x). Par continuité de

lim (go(a:) — 1) =0 et o(x) ~ 1

x—0 x z—0

b) Pour z € D, p(z) = p(x — 1) par périodicité. En posant y =z — 1 — 0, a) donne :

1
r—1

1

~ .
=1 x—1

lim (gp(az) -

z—1

> =0 et o(z)

Partie IT — Etude de 'opérateur T

Partie II — L’opérateur T, calcul de ¢ et de ((2)

Questions 5 a 10.

Corrigé — Partie II.

5. T est un endomorphisme de E.

Soit f € E. Pour z € [0,1], £ € [0, 4] et Z£! € [, 1], donc T(f) est bien définie ; elle est
continue sur [0, 1] comme somme de composées de fonctions continues. Pour f, g € E et
A € R, on a immédiatement T'(Af + g) = AT'(f) + T'(g).

T € L(E).

6. Etude de T sur F,.

a) Pour 0 <k <netze€l0,1], par la formule du bindme :

xk T k k=1 Ry
Tenl(a) = 2+ CE 20 S0
=0
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donc T(ey,) = 2 Fey + f;é (];-)2_k6]’ € I, C F,. Par linéarité de T :

\Vf € F,, T(f) an.\

b) D’apres a), la matrice A, = (a;k)o<jr<n de T, dans B, (colonne k = coordonnées
de T'(e)) est triangulaire supérieure :

k
i), 1 .
ajp = 2% (J <k), Uk = o1 ajr =0 (j>k).
11
23 g
Par exemple pour n =2: A5 =10 1 %
1
0 0 35
c) Les valeurs propres d’une matrice triangulaire sont ses coefficients diagonaux. Ici ce
sont les m + 1 réels deux a deux distincts 2,1, %, cee Qn%l ; un endomorphisme d’un

espace de dimension n + 1 ayant n + 1 valeurs propres distinctes est diagonalisable.

Sp(T,) = {21_k, 0<k< n} et T, est diagonalisable.

7. Noyau de T — 2idg.

a) T'(eg) =eo+ eg = 2ep et eg # 0.

‘eo € Ker(T — 2idg), qui n’est donc pas réduit a {O}‘

(Les extremums m et M existent car f est continue sur le segment [0, 1] : théoreme
des bornes atteintes.)

b) Comme T'(f) =2f, en xo : f(%2) + f(’”OTH) = 2m. Les deux termes sont > m ; si
I'un était > m, la somme serait > 2m.

3)r

c) Récurrence : f(zo) =m. Si f(53) = m, alors 32 € [0,

| est un point ou f atteint

1
son minimum, et b) appliqué a ce point donne e )

Vn € N, f(;g) =m

d) 32 — 0 et f est continue en 0, donc f(53) — f(0) ; la suite étant constante
n—

egale a m:

m = f(0).

e) Les mémes arguments, inégalités renversées (f(%-) + f(25) = 2M avec deux
termes < M), donnent f(%-) = M, puis f(5+) = M pour tout n, puis

M = £(0).
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f) Ainsi m = M = f(0), donc pour tout = € [0,1], f(0) =m < f(x) < M = f(0).

‘f est constante : Ker(7' — 2idg) = Vect(ep). ‘

8. Etude de cot.

a) sin(mzx) =0 <= x € Z ; donc cot est définie sur D, et continue comme quotient
de fonctions continues dont le dénominateur ne s’annule pas. D est symétrique, cos
est paire et sin impaire, donc cot(—x) = — cot(z). Enfin x+1 € D et cos(mz +7) =
—cos(mz), sin(mx + m) = —sin(wz), donc cot(x + 1) = cot(x).

‘cot est continue sur D, impaire et 1—périodique.‘

b) Quand z — 0, cos(mz) — 1 et sin(rz) ~ 7z, donc cot(z) ~ = = 1. Ensuite, par la
formule de Taylor-Young a l'ordre 3 :
3.3 3.3 3,.3
mx cos(mx) — sin(mz) = mr — % — X+ % +o(z3) = —W; + o(z?),

et rsin(mz) ~ mx?. Donc

cot(z) — 1 _mz COS(W?U) — sin(7x) T xj/S
x x sin(mx) =0 7w
1 1 U

cot(z) o et cot(z) — a2

c) Par périodicité, cot(z) = cot(x — 1) ;avecy =z —1 — 0 dans b) :

1 1
et cot(z) — T

cotle) ~ 777

d) Soit z € D. Si%szZalorsszpEZ;si%zpéZalorsszp—lEZ:
absurde dans les deux cas. Posons a = %F. On a sina # 0 et sin(a+ 5) = cosa # 0,

et cos(a + §) = —sina. Donc
T z+1 cosa sina cos?a — sin? a cos(2a)
cot| = | + cot = - - = T— =T .
2 2 sina cosa sinacosa 5 sin(2a)

x z+1 x+1
—€D D =2 .
5 €D, 5 €D, cot(2> +cot( 5 ) cot(z)

9. Calcul de ¢.

a) Pour z € D et N € N*, posons on(z) = 2N L a:+n En regroupant les indices n

et —n

1 X 1
:x+§::1<x+n_n—a:>:_zun N—+o0 Vore @)

Pour 2 € D, £ et ZH sont dans D (8.d)) et

N N 2N+1
x x+1 2 2 1
O o o
2 2 n:_N:r—l—Zn n:_NaH—Qn—I—l m:_2N;L‘—|—m
2
= 209N/(z) +

x+2N +1°

at



ESSEC — Mathématiques approfondies — 2016 G. Bignon

Quand N — +00, ooy (x) — @(x) (suite extraite) et m — 0.

w(ﬁ) +<p(x+ 1) = 2¢(x).

2
b) Sur |0,1[C D, écrivons ¢(x) — cot(z) = (@(x) - l) - (cot(:v) - %) ; par 4.a) et

xT

8.b), cette quantité tend vers 0 en 0. De méme avec ﬁ, par 4.b) et 8.c), elle tend

vers 0 en 1.

’ f = ¢ — cot se prolonge par continuité sur [0, 1] en posant f(0) = f(1) = 0. ‘

c) Ainsi f € E. Pour z €]0,1], £ €]0, 3[ et ZH €]3,1[, donc par 8.d) et 9.a) :

[T(N)@) = (9(3) +(Z51)) = (cot(§) + cot(ZL)) = 2p(x) — 2cot(x) = 2f(x).

Les fonctions T'(f) et 2f étant continues sur [0, 1], ’égalité s’étend en 0 et 1 par
passage & la limite. Donc f € Ker(T — 2idg) : d’apres 7, f est constante, égale a
f£(0) = 0. Ainsi ¢ = cot sur |0, 1[, puis sur D car les deux fonctions sont 1-périodiques

(2.c) et 8.a)).

cos(mz) 1 X 2
Vo e D _Loy
. T sin(rx) =z nzzjl n? —z?

10. Premieére application.

x

a) D’apres 8.b), xcot(z) =1+ = (cot(x) - l) =1- %2332 + o(x?), donc

1—zcot(z) m?

lim ———— = —.
a—0 22 6
b) Pour z €]0, 1], les deux séries convergent (—— ~ -33) et
+o0 +o0 2 2 +o0 2
1 1 T z T
(S = —_— — — = = _—
(z) Z: (nQ—xQ n2> Z: n?(n? —22) 1—2? +Z n?(n? — z2?)
n=1 n=1 n=2

2 2 2 ERN 2 z2 b
Pourn>2,n“—2*>n“"—-1>0,dou0 < ] e < P2 (n?=T) terme général

Jo 2
d’une série convergente (~ ;). En sommant :

72 5 <X 1
d(z) — <
(z) 1-22| =7 T;nQ(Tﬁ—l)

c) Parb), 0 <j(z) < lfig + 2% Y59 m —r 0 ; par encadrement d(z) — 0.

+00 1 +00 1
I LI o
e AP ) > n2
n=1 n=1
d) Pour z €]0, 1], 9.c) donne 1 -z cot(z) = 23,5 —>or, soit 1712;?(%) =Y o1 s

Par a) et c), en faisant x — 07 :

+001 2

n=1

6
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Partie IIT — Développement eulérien de la fonction sinus

Partie IIT — Produit infini du sinus

Questions 11 a 13.

Corrigé — Partie III.

11. Convergence de Y a,(x).

Soit x € [0,1]. Pour n > 1,0 < Z—z < 1, donc ay,(z) est défini et a,(z) < 0. Siz =0,

. 2 2

tous les termes sont nuls. Sinon, 73 — 0 et In(1 + u) ~o U donnent —ay,(z) ~ 7 ; par
u—

comparaison avec la série de Riemann % (termes positifs), > (—an(z)) converge.

‘Pour tout x € [0, 1], > an(x) converge. ‘

12. Explicitation de .
Soit x €]0,1].

a) Pour n > 1ett € [0,2], n2 —t? > 0 et t — In(n? — 1) a pour dérivée —2L;. Par
linéarité de I'intégrale :

2

e N —2t N n?—zx e N —2t

b) La fonction ¢ — ¢(t) — 1 est continue sur ]0,z] (3.d)) et tend vers 0 en 0 (4.a)) :
elle se prolonge en une fonction continue sur le segment [0, z].

x 1
/ (gp(t) - t> dt existe (intégrale faussement impropre).
0

c) Pour t €]0,z], p(t) — 3 — N n;fiz = =3 % Pourn > N+1 > 2,
n? — 2 2n2—1>0, donc
=2t RO |
0< 2 @SBy Bv= ) 5y
n=N+1 n=N+1

171 ~ n—lg) Par croissance de 'intégrale (avec la valeur 0 en

@ 1 e N ot
t)— — ) dt — ——dt
/0 (‘0() t) /onzlrﬂ—t?

(série convergente car —

t=0):

xr
< RN/ o2t dt = 2°Ry.
0

/x <g0(t) 1>dt /xi 2 < Jrf !
- o n2 _ 42 = mn2 _1°
0 ¢ 0 n:ln -t n:NJrln —1

d) Ry est le reste d’une série convergente, donc Ry — 0. Par a) et ¢), fy(z) ————

N—4o00
Ji (2(t) = 1) dt ; or Bx(x) = B(x) par définition.
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o(t) — % = g?ﬁé::)) - % avec sin(7t) > 0 ; une primitive sur
In Sm(m) . Pour ¢ €]0, 2| :

e) Par 9.c), pour t €]0, z],

10,1] est t — In(sin(nt)) — Int =
/x (gp(t) B 1> @t — In sin(rz) In sin(me) I sin(rx) I,
c t T € e—0 x
car % — 7 et In est continue en 7. L’intégrande étant prolongeable par continuité
sur [0, z], le membre de gauche tend vers [, d’ot par d)
sin(7x)
Vo €]0,1[, p(z)=In .
T
13. Le produit P.
a) Smt x € [0, 1[. Chaque facteur 1 — k2 est > 0, donc P, (z) = mx exp(S,(x)). Comme
Bn(x) = B(x) (question 11) et que exp est continue

Po(a) —— mrexp(5(x)).

n—-+oo
)

b) D’apres a), P(x) = Xp(,é’( ). Sixz =0, P(O)=0=sin0. Si z €]0,1]
donne 7z exp(3 (x) Sm;;rx).

‘V:ce

0,1, P(x) = mwexp(B(x)) = sin(rz). |

c) Soit x € R et Ny € N* tel que Ny > |z|. Pour n > Ny

n I2 n 2
P,(z) = Pn,(z) H (1 2= Pn, () exp Z In{1-— ﬁ
k=Nop+1 k=Np+1
les facteurs étant > 0. Comme en 11, 111(1 — —) > 0 et est équivalent a 7z z = (ou
kQ) converge ; par continuité de exp

nul si = 0), donc la série 37 -y ln(

(Pn(z))n>1 converge pour tout réel

) 1i—q(k + z). Or, par décalage d’indice,

d) Ona P,(z) = % I (k

(n— )
k=1 Jj=1
n n+1 n
@+ J[k+1+2) =[G +2)=n+1+2) ]G+
k=1 j=1 J=1
Donc
D [G-2)nt142) [[G+2) = (0t 1+2)Pu(a).

j=1

(n—z)P,(x+1) =
7j=1

Comme z €] —n,n[,n—x #0

n+1l+zx
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e) Soit z € R. Pour n > |z|, d) s’applique ; quand n — 400, ”Zii::‘” =1, Py(x+1) —

P(z+1) et Py(x) — P(z) (c)). Donc P(z+1) = —P(z), puis P(z+2) = —P(z+1) =
P(x).

‘Va: €R, Plx+1)=—P(z) et Pest 2—périodique.‘

f) Soit A= {x € R, P(x) =sin(nz)}. Par b), [0,1[C A. Comme P(x+1) = —P(z) et
sin(mx + ) = —sin(rx),onax € A <= x+1 € A. Par récurrence, [k, k+ 1[C A
pour tout k € Z, et R = Upp[k, k + 1].

+o00 x2
Ve € R, P(z)=sin(rz) ="z H (1 — ) .

2
n=1 n

Partie IV — Un autre développement du sinus

Partie IV — Développement de

sin(7x)

Questions 14 a 19.

Corrigé — Partie IV.

14. Convergence de > v,(x).

Siz=0,v,00)=0.SixeD n?—22#0et |v,(z) = W@EQ' ~ % ; par comparaison
avec une série de Riemann convergente, Y v, (x) converge absolument.

‘11} est définie sur D U {0}. ‘

15. Calcul de A\, (x).
Siz=0: A, (0) = [ cos(nt)dt = {MK = 0 = sin(0)v,(0).

n

SizeD:x+n#0et x—n+#0, et la formule rappelée donne

An(z) = % /07r (cos((z + n)t) + cos((z — n)t))dt = % (sin(;x:nn)ﬂ) . sin(ix_—:)w)) '

Or sin(rz + nw) = (—1)" sin(7x), donc

An(@) = (=1)"sin(mz) . (x—n)+ (z+n) _ (=1)"x sin(mg)‘

2 x2 —n2 x2 —n2

—1)" Lz sin(ra
An(z) = ( 1>n2 — ac2( ) = sin(mx)vp ().

16. La somme C,(t).

a) Les formules d’addition donnent sin(p + q) — sin(p — q) = 2 cospsingq. Avec p = kt

et g = % :
28111(;) cos(kt) = sin(W) - sin<(2]€2_1)t> .
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En sommant pour k de 1 & n (somme télescopique) : 2sin(%) Cp(t) = 51n((2n+1) )
sin(§). Sit ¢ 2nZ, sin #0 et

Colt) = _1 1 Sin(Qn;lt)
" 2 2 sin(d)
b) Sit = 2pr, cos(kt) =1 pour tout k :
Cn(2pm) = n.

c) Par linéarité : I, = > "), fgﬂ cos(kt)dt = 374 w

I, = 0.

17. Limite de [ F(t)sin(251t) dt.

2n+1 cos(wnt)
wWn

Posons w,, = > 0. Les fonctions F et u : t — — sont de classe C! sur le
segment [0, 7], avec u'(t) = sin(wyt). Par intégration par parties :

/7r F(t) sin(wpt) dt = [_F(t)cos(wnt)} ’ + N F'(t) cos(wpt) dt.
0 0

Wn, Wn JO

Comme |cos| <1 et F' est continue sur [0, 7] :

1) sin(wnt) dt’ < wln <|F(7r)| +|F0)| + /07r (1) dt) ——0

™ 2n+1
lim / F(t) sin< nt t) dt = 0.
n—+o0 Jo

18. La fonction ®,.
Soit z € D.

a) Sur ]0, ], sin & > 0 et ®, est de classe C! comme quotient, avec

—zsin(zt)sin(L) — 3 cos(}) (cos(zt) — 1)

ult) = sin?(%)
2

Continuité et dérivabilité en 0. Par Taylor-Young, cos(zt) — 1 = —@ + o(t?) et

.t ot
sin 5 ~ 5 quand ¢t — 0, donc

D, (t) — ,(0) _ cos(at) — 1 N —z%2 /2 _ 2
t tsin (L) =0 12/2 '

Ainsi @, est dérivable en 0 avec ®(0) = —z? (et donc continue en 0).
Continuité de @, en 0. Quand t — 0 : sin(zt)sin £ = :""52 + o(t?) et cos & (cos(zt) —
1) = 2t2 + o(t?), donc le numérateur vaut —LtQ + 24t2 + o(t?) = —%’52 + o(t?),

tandis que le dénominateur est équivalent a tz. Donc D (t) py —z% = @/ (0).

®, est de classe C' sur [0, 7], avec @ (0) = —z2

10
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b) Pour ¢ €]0, 7] (donc ¢ ¢ 2xZ), on multiplie la formule de 16.a) par cos(xt) — 1,

t C(S)iséftt/);)l = ®,(t). Pour t = 0, les deux membres sont nuls (cos0 —1 = 0 et

$,(0) = 0).

Vi 0,7], Cult)(cos(at) 1) = — (cos(at) — 1) + 58a(t) Sin(Zn T 1t> |

c) Par linéarité, Y11 Ag(z) = [5 Cr(t) cos(zt) dt = [ Cp(t)(cos(at) — 1)dt + I,. On
integre b) sur [0, 7], avec [ (cos(xt) —1)dt = w -

“ 1 1 /7 2 1
Z)\k(x) = ——sin(wx)%—z—kf/ (1) sin< nx t) dt + I,.
P 2 2" 2 /o 2

19. Application.
Soit x € D.

a) Par 15, >} M\i(z) = sin(mz) Y5 vi(2) — sin(mz)y(x) (question 14). Dans

le membre de droite de 18.c), I, = 0 (16.c)) et U'intégrale tend vers 0 d’apres 17
appliquée & F' = ®,, de classe C' sur [0, 7] (18.a)). Par unicité de la limite :

(z) sin(rx) = _% Sm(:;m) g

b) Comme z ¢ Z, sin(mx) # 0 ; en divisant par %sin(ﬂx) D 2(x) = -1 + 7? 7, et

T sin(mx

29(x) = 223,51 % par linéarité.

T 1 +o00 (_1)77,—1
Vr e D, - =—42z —.

sin(rr) =z — 2

11



