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Dans tout le probleme, n et k sont deux entiers tels que 2 < k < n, et E est un R-espace
vectoriel de dimension n, muni d'un produit scalaire (-, ), donc euclidien. On note Og et 0. gy
respectivement le vecteur nul et I’endomorphisme nul de F, et B = (e, ea,...,e,) une base
orthonormale de E. L’endomorphisme identité de E est noté idg.

Pour tout sous-espace vectoriel F' de E, on note F I'orthogonal de F et pp le projecteur
orthogonal d’image F, c’est-a-dire 'unique endomorphisme de FE tel que pp(z) = x pour tout
x € F et pp(z) = 0g pour tout € Ft.

On note M,, ,,,(R) I'ensemble des matrices a n lignes et m colonnes (m > 1) a coefficients réels.

La transposée d’une matrice A est notée *A. Pour (p1,...,pr) € R¥, Diag(py,...,pr) désigne
la matrice diagonale de My (R) dont les coefficients diagonaux sont, dans cet ordre, p1,..., p.
Enfin, I, est la matrice identité de M,,(R).

On rappelle que la somme de k sous-espaces vectoriels F1, ..., F de E, notée Zle F;, est définie
par

1

k k
Fl:{ SCZ';($1,...,CL‘]€)€F1X---XF]C}.
=1 =1
Ces sous-espaces sont en somme directe lorsque chaque vecteur de Zi-“:l F; admet une unique
décomposition de cette forme ; la somme est alors notée @le F;.

L’objet de ce probleme est de mettre en évidence quelques propriétés algébriques dont les
conséquences probabilistes fondent les tests statistiques permettant de mesurer I'influence effective
d’une ou plusieurs variables explicatives sur une variable endogene. La partie I1I est indépendante
des parties I et II.

1 Partie I. Partitions de ’identité

Thémes abordés : espaces vectoriels; réduction ; applications linéaires.

Soient k endomorphismes w1, us, ..., ur de . On dit qu’ils constituent une partition de l’identité
de F lorsque uj + ug + - -+ + up = idg.

1. Exemple 1. Dans cette question,n =3, E =R3, A =

o O O

1 0
0 O [,et fest’endomorphisme
0 -1

de R? de matrice A dans la base canonique de R3.

a) Préciser le spectre de A et montrer que A n’est pas diagonalisable.

b) Montrer que @ € R[X], défini par Q(X) = X3 + X2, est un polynéme annulateur de A.

¢) Existe-t-il un polyndéme annulateur de A de degré 27

)
)
)
d) Trouver deux polynémes Q1 et Q2 de R[X] pour lesquels les endomorphismes Q1 (f) et
Q2(f) sont des projecteurs et constituent une partition de I'identité de R3.

2. Ezemple 2. Dans cette question, f est un endomorphisme diagonalisable de F possédant k
X =\

valeurs propres distinctes Ag, ..., A\;. Pour tout 7 € [1, k], on note L;(X) = [jeqia )\7)\],
gE N T

E),(f) le sous-espace propre associé a \;, et v; = L;(f).

a) Justifier 'égalité E = @le E),(f). En déduire que H?Zl(X — ;) est un polynéme
annulateur de f.

b) Etablir, pour tout i € [1, k], I'inclusion Im(v;) C Ej, (f).
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¢) Pour tout j € [1,k], calculer ¥ | L;(\;). En déduire que vy, ..., v} constituent une
partition de l'identité de FE.

d) Etablir, pour tout i € [1, k], I'égalité Im(v;) = E,(f). Identifier ’'endomorphisme v;.

3. Soient uq,...,u; des endomorphismes de E constituant une partition de l'identité. Pour
tout i € [1, k], on note r; le rang de w;.

a) Etablir les relations £ = Y%, Im(w;) et n < 38 | 7y

b) Montrer que les sous-espaces vectoriels Im(uq), ..., Im(ug) sont en somme directe si et
seulement si n = 2% | ;.

¢) Montrer I'équivalence des propriétés suivantes :
k
(1) n=32q s

(2) les endomorphismes w1, ..., u sont des projecteurs ;

(i

)

(3) pour tout (i,j) € [1,k]? avec i # j, u; ouj = Oz(B)-
) En utilisant la trace des matrices de projecteurs, justifier I'implication (2)=-(1).
)

(ii) A l'aide de la question 3.b) et en écrivant, pour z € E, les vecteurs u(z), . .., up(x)
comme des sommes de k vecteurs, établir 'implication (1)=-(3).

(iii) Conclure en établissant une troisiéme implication.

2 Partie II. Représentation matricielle d’un projecteur orthogo-
nal

Themes abordés : espaces vectoriels ; applications linéaires ; algébre bilinéaire ; Python.
4. a) Soient p un endomorphisme de E et P la matrice de p dans la base B. Montrer que p
est un projecteur orthogonal si et seulement si P2 = P et 'P = P.

b) Soient f un endomorphisme de E et M sa matrice dans la base B. Etablir Iexistence
d’un réel a et d’un projecteur orthogonal p tels que f = ap, si et seulement si

tr(M)M? = tr(M*)M et ‘M= M,

ot tr(M) et tr(M?) désignent les traces respectives de M et M?2.
5. a) Ecrire en Python une fonction trace(A) qui calcule la trace d’une matrice carrée A.

b) La fonction Python suivante permet de tester si une matrice carrée A de taille n donnée
est symétrique.

def est_symetrique(A):
n = len(A)
for i in range(n - 1):
for j in range(i + 1, n):
it A[i]3] '= AL§]04]:
return False
return True

Préciser la signification de I'instruction A[i] [j] !'= A[j][i] et donner un exemple
d’utilisation de la fonction est_symetrique, en indiquant les valeurs d’entrée et la
valeur de sortie obtenue.
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c¢) La fonction Python suivante, dont une instruction est incompléte, permet de tester si,
pour une matrice carrée M de taille n, il existe un réel o et un projecteur orthogonal p
tels que M soit la matrice de ’endomorphisme ap dans une base orthonormale. Cette
fonction utilise les deux fonctions précédentes et s’appuie sur la condition nécessaire et
suffisante de la question 4.b).

def est_multiple_projecteur (M) :
n = len(M)
A = trace(M) * produit(M, M)
B = trace(produit(M, M)) * M
b = est_symetrique(M)
if b:
for i in range(n):
for j in range(n):
# instruction a completer
b=...

return b

Compléter I'instruction manquante et donner les valeurs de sortie obtenues par applica-

tion de cette fonction aux deux matrices G (1)> et G 1)

Les définitions et notations suivantes concernent les questions 6 a 9. Pour tout vecteur x € F,
on note X la matrice colonne de ses coordonnées dans la base B. Soit F = (si,...,S;) une
famille de k vecteurs de E, et F' le sous-espace vectoriel engendré par F. On note S la
matrice de M, ;,(R) dont les colonnes sont, dans cet ordre, Si,..., Sk, et 'on rappelle que
pr est le projecteur orthogonal d’image F'.

6. a) Montrer que les deux matrices S et *SS ont le méme rang.

b) Soit y € E. Montrer que y € F si et seulement s’il existe une matrice Z € My, 1(R) telle
que Y = S5Z7.

c) Soit y € E. Montrer que y € F si et seulement si la matrice colonne *SY est nulle.

d) Soient = € E et y = pp(x). Etablir Pexistence d’'une matrice Z € My 1(R) telle que
Y =S5Zet'SX =155Z.

e) En déduire 'expression de la matrice de pr dans la base B en fonction de S lorsque la
famille F est libre.

7. Soit M une matrice symétrique de My(R). On appelle inverse de Penrose—Moore de M
toute matrice N de My (R) vérifiant
MNM = M, NMN =N, “(MN)= MN, ‘(NM)=NM.
a) Etablir I'existence d’une matrice orthogonale Q € My(R) et de réels pi,.. ., py vérifiant
M = Q Diag(pla s 7Pk)tQ-

b) On note h : R — R Dapplication définie par h(t) = 1/t si t # 0 et h(0) = 0, et
M) = QDiag(h(p1),...,h(pr))'Q. Montrer que M (=) est une inverse de Penrose—
Moore de M.

c¢) Soit N une inverse de Penrose-Moore de M.
(i) Justifier les égalités N = M'NN et M2N = M.
(ii) Soit U € My(R). On suppose que M2U est nulle. Montrer que MU est nulle.

(iii) Posant U = N — M(7), justifier que M (=) est 'unique inverse de Penrose-Moore
de M.
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8.

9.

On note (*SS)(~) P'unique inverse de Penrose-Moore de la matrice 1SS et I'on pose P =

S(t88)()ts.
a) Montrer que les matrices P et S ont le méme rang.

b) Justifier que P est la matrice de pp dans la base B et que son expression généralise la
formule trouvée a la question 6.e) lorsque la famille F est libre.

Ezemple. On suppose que k = 2, s1 = (a1,...,an), 2= (B1,...,8n), s1 # 0p et 1SS non
inversible.

a) Etablir Iexistence d’un réel 6 tel que, pour tout i € [1,n], 8; = Ooy.

b) Déterminer une matrice carrée @Q pour laquelle la matrice ‘Q*SSQ est diagonale.
c¢) En déduire I'inverse de Penrose-Moore de 'SS.
)

d) Soit x = z1e1 + - -+ + xpe, un vecteur de E. Calculer pp(z).

3 Partie III. Application probabiliste

Themes abordés : probabilités discretes; variables a densité ; estimations.

Dans cette partie, E = R" et toutes les variables aléatoires et tous les vecteurs aléatoires
considérés sont définis sur le méme espace probabilisé (2, A, P).

Pour tout entier d > 1, on dit qu’une variable aléatoire C suit la loi du khi-deux de parametre
d, notée x2(d), lorsque C/2 suit la loi v(d/2). On appelle variable gaussienne toute variable
aléatoire X qui suit une loi normale ou qui est certaine; sa loi est notée G(u,0?), ol u est son
espérance et o son écart-type. Ainsi, X suit G(u, 0?) lorsque o > 0 et X ~ N (1, 0?), ou lorsque
c=0et P(X =p)=1.

10.

11.

12.

Soient (p,0) € R x RY et Xy,..., X, des variables aléatoires mutuellement indépendantes

X; — 2
et de méme loi normale N(u1, a2). Montrer que la variable aléatoire I ( - M) suit la
o

loi x2%(n).

Si Gy, ..., G, sont des variables aléatoires réelles telles que, pour tout a = (aq,...,a,) € R,
la variable aléatoire Y i ; a;GG; est une variable gaussienne centrée, alors on dit que le vecteur
aléatoire (G1,...,Gy) est un vecteur gaussien et 'on note G la matrice colonne de ses
composantes Gy, ..., Gy,.

Soient (G, ...,Gy) un vecteur gaussien, M € M, (R) et (Hy,..., Hy) un vecteur aléatoire
dont la matrice colonne H vérifie H = MG.

a) Montrer que (Hy, ..., H,) est un vecteur gaussien.

b) Justifier que, pour tout (4,75) € [1,n]?, la variable aléatoire G;G; admet une espérance,
notée E(G;G;). On note alors A(G) = (E(G;Gj))1<i,j<n €t 'on admet dans la suite que
la loi d’un vecteur gaussien est caractérisée par la matrice A(G).

On suppose que G4, ...,G, sont des variables aléatoires mutuellement indépendantes et de
méme loi normale N(0,1).

a) Montrer que (G1,...,G,) est un vecteur gaussien. Déterminer A(G).

b) Soit () une matrice orthogonale de M,,(R) et (Hi,...,H,) un vecteur aléatoire tel
que H = QG. Montrer que les variables aléatoires Hiy,..., H, sont mutuellement
indépendantes et de méme loi normale NV(0, 1).
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13. Soit (G1, ..., Gy) un vecteur gaussien dont les composantes sont mutuellement indépendantes
et de variance égale a 1. Soient Py, ..., Py des matrices symétriques de M,,(R), de rangs
respectifs rq,...,r,. On suppose que Z,]f:l P=1, et Zle i =n.

a) Justifier que P,..., Py sont des matrices de projecteurs orthogonaux de R™ dans la
base canonique, dont les images sont deux a deux orthogonales.

b) En déduire l'existence d’une matrice orthogonale Q € M,,(R) pour laquelle chacune
des matrices QP1'Q, ..., QP.'Q est diagonale.

c¢) On suppose que 71 # 0. Montrer que la variable aléatoire ‘G PG suit la loi x2(r1).

d) Montrer que les variables aléatoires 'GP\G, GG, ...,'GP.G sont mutuellement
indépendantes.

14. Soient ¢ et m deux entiers supérieurs ou égaux a 2 et (X; ;) 1<i<q une famille de ¢ x m
1<j<m
variables aléatoires mutuellement indépendantes et de méme loi normale N (0,1). On pose
1 G 1<

X=—3 > Xij e ZquZXz‘,j (7 € [1,m]).

s = i=1

a) Déterminer les lois respectives de X et Y7, >y (X — X)?, et établir 'indépendance
de ces deux variables aléatoires.

b) Déterminer les lois respectives de Y7 27 (X 5 — Zj)? et q > (Z; — X)?, et établir
I’indépendance de ces deux variables aléatoires.

6
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