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HEC Paris — ESSEC

Mathématiques approfondies — Mathématiques I

Corrigé du sujet adapté — 2017

Les questions et sous-questions conservent la numérotation de 1’énoncé adapté.

Partie I — Quelques propriétés des polynémes de Bernstein

Partie I — Les polynémes B, ; et ’endomorphisme T,

By = (M)X*(1 = X)"F, T(P) = X0_o P(2) By

Corrigé — Partie 1.
1. Le cas n = 2.

a) Bogp=(1-X)?=1-2X+X? Bo1 =2X(1-X)=2X —2X? et Byy = X> En
plagant en colonnes les coordonnées dans Cs :

1 0
Ky=|-2 2

b) Kj est triangulaire inférieure a coefficients diagonaux non nuls, donc inversible : la
famille (B, B2,1, B22) est libre et formée de 3 = dimRy[X] vecteurs.

(Bgyo, 3271, Bgyg) est une base de RQ [X]

c) On a T5(P) = P(0)Bao + P(3)Ba,1 + P(1)Ba,2, donc

Ty(Ag) =(1- X)) +2X(1-X)+ X = (1-X)+X)* =1,
Tr(A)=1-2X(1-X)+X* =X,
Ty(Az) = 52X (1 - X) + X? = X + 5 X°.
100
00 3

Hy est triangulaire : ses valeurs propres sont ses coefficients diagonaux, donc
Sp(Ty) = {1, 3}
a
Powr V=[b|:(Ho—3)V=0<+= £=0<+= c=0; (H—3L)V=0 <
c
a=0etb+c=0.

Ei(Ty) = Vect(1,X),  Ejyj(Th) = Vect(X? — X).
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a)

b)

d)

2. Cas général.

Le coefficient de plus bas degré de B, est celui de X*, égal & (}) # 0 : By =
(1) X" + (termes de degré > k).

Supposons Y i_g A By, = 0 avec les A\, non tous nuls, et soit kg le plus petit indice
tel que Ak, # 0. Le coefficient de X* dans D k>ke M Bk vaut Ag (,?O) # 0 (les By, 1,
k > ko, n’ont pas de terme de degré ko) : contradiction. La famille est libre, de
cardinal n + 1 = dim R,,[X].

(Bn.o,---,Bnn) est une base de R, [X].

Pour P,Q € R,[X] et A € R, (AP + Q)(%) = )\P(%) + Q(%), donc T, est linéaire,
et T,,(P) € R, [X] : T}, est un endomorphisme de R, [X].

Si T,(P) = 0, comme (B, 1) est une base, P(£) = 0 pour tout k € [0,n] : P admet
n + 1 racines distinctes et deg P < n, donc P = 0. Ainsi T}, est injectif, donc bijectif
(R,,[X] est de dimension finie).

‘Tn est un automorphisme de R,,[X]. ‘

Par la formule du bindme, T,,(4g) = 37— (N X*1-X)"*F = (X +(1-X))" =1
Pour k£ > 1, %(Z) = (Zj), donc

Tn<A1) = i <Z: 1>Xk(1 — X)n_k = an_:l (n _ 1>Xj(1 _ X)n—l—j

k=1 =0 J
—X(X+(1-x)"""

[ Tu(Ao) = Ao, Tu(A1) = Ay |

Montrons par récurrence sur k € [0,n] que T,,(Ag) est de degré k, de coefficient
dominant oy > 0. C’est vrai pour & = 0 (7,(Ap) = 1). Si c’est vrai au rang
k <n —1, écrivons T}, (A;) = o X* 4+ R avec deg R < k. Dans la relation admise,
LX(1— X)(T(Ar)) et X T,,(Ay) sont de degré au plus k + 1, et le coefficient de
XM de T, (A1) vaut

1
——-kozk—kozk:ozk(l—ﬁ) >0 (cark<n-—1).
n n

Wk € [0,n], degT,(Ag) = k.|

D’apres d), ap =1 et oy = (1 — %)ak pour k € [0,n — 1], d’ou

Al - j n!
. — H = .
_ | mk
i ™ (n—Fk)ln
Comme T, (Ar) € Vect(Ay,...,A), la matrice de T;, dans C,, est triangulaire
supérieure de coefficients diagonaux «y, ..., ay,, qui sont donc les valeurs propres
de T,,. Onaaozalzlet,pour1§k§n—1,0<ak+1:(1—%)ak<ak:les
réels 1, ao, ..., a, sont deux a deux distincts.

D’apres c), Ei(T,) D Vect(Ap, A1), de dimension > 2 ; pour 2 < k < n,
dim E,, (T,) > 1. La somme des dimensions des sous-espaces propres est donc
aumoins 2+ (n — 1) =n+ 1 =dimR,[X] (pour n =1, T1 =1d).

‘Tn est diagonalisable.‘




HEC — Mathématiques I — 2017 G. Bignon

Partie I — Approximation par les polynomes de Bernstein — Python

fn(2) =E(f(Zn)) = [(2)-

Corrigé — Partie 1.

3. Convergence de f,(z).

n

Tchebychev donne

a) B(Z,) =2 =z et V(Z,) = =202 = Z(ln_z). Pour € > 0, I'inégalité de Bienaymé-

z2(1—z)
— < \
P(Zn—22€) < =5 ——0.
- P
Ly —— 2
n—-+oo

b) |f] est continue sur le fermé borné [0, 1] ; par le théoréme des bornes atteintes,

M = max | f]| existe.
[0,1]

)

c) Z, prend ses valeurs dans [0,1], donc |f(Z,) — f(2)| < |f(Z,)| + |f(2)] < 2M.
Sur Uy, on a donc |f(Z,) — f(2)| < 2M ; sur U, |f(Z,) — f(2)| < e. Comme
1Un + 1m =1:

1f(Zn) = f(2)| <2M 1y, + ¢ 1

d) f est continue en z : il existe n > 0 tel que, pour tout y € [0,1], |y — z| < n =
|f(y) — f(2)] < e. Ainsi U, C [|Z,, — z| > 1| et, d’apres a), P(U,) — 0. Par
croissance et linéarité de ’espérance (variables finies), ¢) donne

[E(f(Zn)) = f(2)] < E(If(Zn) = f(2)]) < 2MP(Un) + e P(Un) < 2M P(Un) +&.

Il existe ny tel que pour n > ny, 2MP(U,,) < ¢, et alors [E(f(Z,)) — f(2)] < 2e.
Donc E(f(Z,)) — f(z). Par le théoréme de transfert,

e Z) =Y f(E)pz=n=3s(%) (Z) = 2R = L)
k=0 k=0

im E(f(Z,) = f(z) et lm fu(z) = f(2).

n—-4o0o n—+400

4. Python.

a) Il suffit d’utiliser le simulateur de la loi binomiale :
def binom(n, z):
Z = rd.binomial(n, z)
return 7
b) Le programme calcule la moyenne de N = 1000 réalisations indépendantes de
f(7100)7 avec 2 = 0,4
D’apres la loi faible des grands nombres, cette moyenne empirique approche
E(f(Z100)) = f100(0,4) (méthode de Monte-Carlo) ; d’apres la question 3, f190(0,4)
est elle-méme une approximation de f(0,4) (approximation par les polynémes de
Bernstein).

Valeur approchée de f(0,4) = —0,41n(0,4) ~ 0,37
(méthode de Monte-Carlo via la LEGN et approximation de Bernstein).
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Partie II — Les polynémes d’interpolation de Lagrange

Partie II — Interpolation de Lagrange et erreur d’interpolation

(n+1)
®(P) = (P(xo), - -, P(zn)), base (L), f — Py = Lo fPw

Corrigé — Partie II.
5. L’isomorphisme ®.

a) @ est linéaire (I’évaluation en un point est linéaire). Si ®(P) = 0, P admet les n+ 1
racines distinctes xzq,...,z, et deg P < n, donc P = 0 : ® est injective. Comme
dimR,[X] =n+1=dimR""! :

‘ ® est un isomorphisme d’espaces vectoriels. ‘

b) Notons M; =[], i:ik (dénominateurs non nuls). M; est de degré n, M;(z;) =0

pour j # i (facteur X — z;) et M;(z;) = 1. Donc ®(M;) = e; = ®(L;), et par
injectivité de @ :

X —xy
LiX)= ][] P
kefo,n] k

ki

c) U est symétrique, et linéaire par rapport a la premiére variable (donc bilinéaire).
U(P,P) =Y, P(zx)? > 0, et si U(P,P) =0, alors P(z) = 0 pour tout k, donc
P =0 comme en a). ¥ est un produit scalaire.
Comme L;(xy) = 6; 1 (symbole de Kronecker), W(L;, L;j) = > 6 k05, = 0 : la
famille (Lo, ..., Ly) est orthonormée, donc libre, de cardinal n + 1 = dimR,,[X].

‘\I/ est un produit scalaire et (Lo, ..., L,) est une base orthonormée de R,,[X]. ‘

d) Dans une base orthonormée, X7 = S W (X7, L;)L; et (X7, L;) =3, xiLz(xk) =
2. La colonne j de A contient les coordonnées de X7 dans (L;) :

1 xg 2% - af
j 1 o 22 - 2
A= (2])o<sjen = :

e) Les conditions s’écrivent ®(Py) = (f(zo),-.., f(zn)) ; © étant bijective, il existe un
unique tel polyndéme. Comme (f (o), ..., f(zn)) = >, f(@i)ei = (X, f (i) L) -

6. Erreur d’interpolation.

a) Q¢—Pr € Ry41[X] s’annule en zo, ..., z, (deux & deux distincts), donc est divisible
par w, de degré n+1: Qy — Py = w X R avec deg R < 0, c’est-a-dire R constant
égal & un réel 0.

J6ER, Yt € [ab], Q) — Pr(t) = dw(t).
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b) h(zi) = f(xr) — Qf(xr) = 0 et h(T) = 0 par définition de Qy : h s’annule en n + 2
points distincts de [a,b]. h est de classe C"*! sur [a,b]. En appliquant le théoréme
de Rolle entre deux zéros consécutifs, A’ s’annule en au moins n + 1 points distincts
de ]a, b[ ; par récurrence, hU) g’annule en au moins n + 2 — j points distincts de
Ja,b] pour j € [1,n + 1].

30 €la,b], A"V (@) =0.

c) Qf = Ps+ 0w avec deg Py < n et w unitaire de degré n+1, donc Q;n"'l) =d(n+1)!

et KD () = FOFD () =5 (n+1)! = 0. Ainsi 6 = £ ((j:j)(f”, et comme Q (%) = f(),

a) en t = T donne :

1

)

(@) — Pr(z) =

d) f*D est continue sur le fermé borné [a,b], donc bornée (bornes atteintes).

Sit ¢ {z0,....2a}, ¢) avec T = ¢t domne |f(t) — Pp(t)] = L5 ONwe)| <

% SUP[g 4 | £ D] Si t = x4, les deux membres sont nuls.

vt € [a,b], |f(t) = Py(t)] < jw(#)| Sur;lf(”“)l-

_
(n + 1)' [a,b

at
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Partie 111 — Exemple d’interpolation et phénomeéne de Runge

Partie III — Une condition suffisante de convergence

s z . . 2
Dérivées de f,, majoration de |wy| et convergence pour p > 1+ 2

Corrigé — Partie III.
7. Régularité de f,.

a) x> 2%+ p? est de classe C* sur R et ne s’annule pas (p > 0) ; par quotient :

‘fp est de classe C*° sur R.‘

b) f, est paire : f,(x) = f,(—x). En dérivant n fois (récurrence immédiate), f,S") (x) =

(1) f5" (—z), d'on

YneN', vz eR, [f(z) = |f" ().

c) Pour |z| < p, ¢ = —i—; €] —1,0], donc la série géométrique 3 ¢* converge et
Jio (=1)F 91 Jio k_ L1 1 Jio (=1* 5
T = q = — s —_—
2k+2 2 2 2 2, 2 T 2k+2
= p P = Pl 2 4p? =

8. Majoration des dérivées.

a) Pourz €]—p,pl, p——k = W%@%. L’égalité avec v(x) pour tout = € |—p, p|
équivaut a (p — q)x + ( q)p — p*> = 0 pour une infinité de z, soit p — ¢ = 0 et

(p+q)p = p*.

b) v est paire ; comme en 7.b), (™ (z) = (=1)"v™ (—z) :

c¢) Par récurrence, (p%)(n) = et (L)(") = % Avec a) :

n n! 1 -1
V) = p2 <(p—f'3)”+1 i (p(+<E;”“> ‘

d) Sip>letzxe[-1,1]C|—p,p[alorsp—z>p—1>0et p+2z>p—1>0,donc
d’apres c)

! 2 n!
() ()| < P22 - r
S A N R

Avec le résultat admis :

1 1 n!
(n) < —|p™ < Zx
|f" (@)] < p2|v (z)] < PR P

6
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9. Majoration de |wy,|.

a) Pour j <k:0<2—2jn < Thp1n — Tjn = %(k—i-l—j);pourj > k41
O<mj7n_$<xj,n—$k,n=%(j—k). Donc

nal k n
V" k41— I G-n=

j=0 j=k+1

[wa(a)| < (

n
Ensuite (k+1)! (n—k)! = (k+1)("T!) et,pour 0 <k <n—-1,(}) > (k;gl) =k+1 (la
k

suite m — (') est croissante d’apres la formule de Pascal). Ainsi (k+1)! (n—k)! < nl.

()] < (%)"H(k F1)(n— k) < (%)”ﬂn!.

b) Par la formule de Stirling,

(2/n)"in!  entlpl "tne™™\/2mn  ey/27

(2/e)n T~ prtl nsieo et VTR ——

Il existe donc ng tel que pour n > ng, ce quotient est < 1. Avec a) (et wy(z) = 0 si
x est I'un des xy,,) :

2\ n+1
dng, Vn > ng, Vo € [-1,1], |wy(x)]| < (g) .
c) Supposons p > 142 (donc p > 1). Pour n > ng et z € [—1,1], 6.d) sur [a,b] = [—1, 1],
9.b) et 8.d) (au rang n + 1) donnent
1 2\ntl 1 (n+1)! 1 9 \ntl
@) = Proo@l < o )5 e = - 1)

Comme 0 < G(TQ—U < 1, le majorant tend vers O ; par le théoréme d’encadrement :

2
p>1+ s = Vo € [-1,1], lm_ |[f,(z) — Py, n(7)] = 0.

n—-+o00
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Partie III — La fonction H et le phénomene de Runge

H(p) = iﬁl In(t2 + p?) dt, po, Qn(p) et divergence pour 0 < p < po.

Corrigé — Partie III.
10. La fonction H.

a) On intégre par parties sur le segment [—1,1] avec u(t) = In(t? + p?) et v(t) = t, de

classe C!, u'(t) = ﬁiitpg, V() =1":
! 2 2 2 2\11 Lo
In(t dt = [tIn(t Y
[y = e+ A1 - [
1 2
— 2y _ __P
=2In(1 + p?) 2/_1(1 t2+p2)dt
2 o1 2k
=2In(1+p°)—4+2p [farctanf}
p pl-1
1
=2In(1 + p*) — 4 + 4parctan —.
)
H(p) = 1ln(l +p%) -1+ parctan(1>
2 p/’

Comme 0 < parctan - < % — 0 quand p — 07, H(p) — —1:

1
p

‘H se prolonge par continuité en 0 en posant H(0) = —1. ‘

b) H est continue sur Ry et dérivable sur |0, +oo[ avec

—1/p? 1
/p = arctan — > 0.

H'(p) = —
(p) 111/ P

1
5 +arctan;+p-

1+p

H est donc strictement croissante sur Ry. De plus 0 < parctan% <p- % =1 (car

arctanu < u pour u > 0) et In(1 + p?) — 400, donc H(p) — +oo. Par le théoréme
de la bijection :

‘H réalise une bijection strictement croissante de Ry sur [—1, +o0]. ‘

c) In2—1¢€]—1,400[, donc il existe un unique py € R tel que H(pp) =1In2 —1, et
po # 0car H(0) = —1 # In2—1. Enfin H(1)—(In2—-1) = 2—11n2 > 0,78-0,35 > 0,
donc H(po) < H(1) et, H étant strictement croissante :

‘E”p0>0, H(po):th—l, ,00<1.‘

d) Chaque facteur |/z7  + p? est strictement positif (p > 0), donc Q,,(p) > 0. Notons
g(t) = In(t? + p?), continue sur [—1,1]. Alors

1 1 2ky 1 274 2y g(1)

1 Qa(p) = — B T P 14 kS)+

n n <) 2n kz_%g( + n) 4 n];)g( + n) + 2n

Le premier terme est une somme de Riemann de g sur [—1,1] : par le théoréme sur
les sommes de Riemann, il tend vers %fil g(t)dt = H(p), et % — 0.

1
Qu(p) >0 et lim —InQ,(p) = H(p).

n——4+oco n,
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11. Recherche de py en Python.

a) Pour z >0, G(z) = $In(1+2?) —In2+zarctan 1 = H(z)+1—1In2. G est continue

= 5 =
et strictement croissante sur |0, +oo[. De plus G(1) = § — %an > 0 et, comme

arctand < T et In(1 +u) < u, H(0,25) < 292 — 14+ T < —0,5, donc G(0,25) < 0.
Le programme maintient G(u) < 0 < G(v) en divisant par deux la longueur de
[u,v] & chaque étape, jusqu’a ce qu’elle soit inférieure a 0,001 : c’est la méthode de
dichotomie, et le milieu affiché approche a 0,001 pres le zéro de G dans [0,25;1].

1+ S%) + sg arctan(i> = 0.

1
Méthode de dichotomie ; G(sg) =0, soit — ln( 1
50

2

b) G(sp) =0 <= H(sp) =1In2—1, et pg est I'unique solution de cette équation
(10.c).

(50 = po (~0,526).]

12. Le polyn6éme S,.

a) Pour tout k, Sy (zk,) =1 — (:Ezn + p?) fo(zkn) = 0. S, admet les n + 1 racines

distinctes oz, ..., Tnn :
wy, divise S,.

b) Soit Q(X) = Py, n(—X) € R,[X]. Comme z,, g, =1~ 2k — 2k, et f, est paire,

Q(xk,n) = pr,n(xn—k,n) = fp(xn—k,n) = fp(_xk,n) = fp(xk,n)-

Par unicité du polynome d’interpolation (5.e), Q@ = Py, .

Py, n est pair.

C) Yn — Thp = %, donc, en posant j =n — k,

()| = — |n| 25 -1 = — Inl (2 1) = — )
w = —_— —_ = — = . R
o n =0 ’ n j=1 ’ n T (27)

(2n)!
[wn (yn)| = Ml gL

Par la formule de Stirling, (2n)! ~ (2n)?"e~2"/4mn et n! ~ n"e~"\/2mn :

Anp2ne=2n 9, /1 _ \/5(2)n

onpre—\2rnnntl - n \e/ '
V2 2\

[on ()| =(2) =v2,0=2)

~Y
n—+oo N \e

|wn (yn)| ~

d) Posons &, = InQy,(p)—nH (p)— 3 In(14p%) — 0. Alors Qy,(p) = /1 + p? e (P)esn
V14 pZert (P). Avec c), par quotient d’équivalents :

(wayn)| V2 on(in2-1-H(p))

Qn(p) n—o+oo ny/1+ p2
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13. Cas n impair.

a) Onavu z,_, = —Z,. Comme n est impair, k 75 n — k pour tout k, et les indices
se regroupent en paires {k,n — k} avec k € [0, %51 :

(n—1)/2 (n—1)/2
wn(X) = H (X - xk,n)(X =+ xk,n)7 wn(X) = H (X2 - x%,n)
k=0 k=0

De méme, ,(p) = [T \f23, + 7\ o2y, + 02 = TT1L, 2 (a3, + p7), e

(n—1)/2 (n-1)/2

Wa(=p))= [ -0 —2i.l= ][ (2%.+0%, (Wa(=p?)| = Qu(p).
k=0 k=0

b) Ecrivons Pr,n =725 a; X7. Comme Py, ,(—X) = Py, ,(X) (12.b), a; = 0 pour j
impair ; n étant impair, les puissances paires sont < n— 1. Ainsi men(X ) = Qn(X 2)
avec Qp, Zn 1/2ame, dedegréﬁ’%1
Alors S, (X) = T(X?) avec T(Y) = 1 — (Y + p?)Qu(Y), de degré < . Pour
k € [0, 2], T(a} n) = S (SL‘kn) = 0 (12.a), et les réels xzn sont deux a deux
distincts (les zgpn, £ < 5= L sont strictement négatifs et distincts). T est donc
divisible par W, un1ta1re de degré ”7“ T =cW,avecc € R.EnY = —p? :
1 =T(—p?) = cW,(—p?), avec Wy, (—p?) # 0 d’apres a).

Wo(X?)  wp(X)

) = 35 2 = W)

1— (22 + p2)pr,n(x)

c) Pour z réel, f,(x) — Ppn(z) = 2t = fo(x)Sp(z) =
fp(m)w%. Avec a) et f, >0 :
- RPN
Vo € [-1,1], [fp(z) = Py, n(z)| = fo(z) %000)

14. Phénomeéne de Runge (0 < p < pg, n impair).
a) D’apres 13.c) et 12.d), et puisque f,(yn) = fo(1) = ﬁ (continuité),

Jwnl VI e

Qulp) nrtoo (L4232

Y

‘fp(yn) - Pf,,,n(@/n)’ = fp(yn
c=In2-1-H(p)=H(po) — H(p).

. . nc .
Comme H est strictement croissante et p < pg, ¢ > 0, et eT — 400 par croissances
comparées.

tim | fo(yn) = Py,n(yn)| = +oo.

n—-+0o00

b) y, € [0,1[C [-1,1], donc SUp[_1,1] | fo=Pr,m| > |fo(Yn)—Pf, n(yn)|. Par comparaison
avec a) :

lim sup |f,(x) — Pt n(x)] = +o0.

10



