HEC — ESCP — Mathématiques II — 2017 G. Bignon

HEC Paris — ESCP Europe

Mathématiques approfondies — Mathématiques 11

Corrigé du sujet adapté — 2017

Les questions et sous-questions conservent la numérotation de ’énoncé adapté. On note P la
fonction de répartition de la loi N'(0,1).

Partie I — Une démonstration probabiliste de la formule de Stirling

Partie I — Equivalent de I,, et formule de Stirling

I = fol((l = :L")ew)ndx ~ \/%’ puis n! ~ ne~"\/2mn.

Corrigé — Partie 1.
1. Encadrement de I,,.

a) La fonction z — n(1 — z) est de classe C! sur le segment [0,1], avec z = 1 — %,

dz = =9 et hy(z) = (%)"e" . Donc
0 ym n—u du e " n.—u
I, :/n ﬁe (—;), I, = n"+1/0 ue” " du.
b) Soit ¢(z) =z +In(l —z) + % sur [0, 1]. ¢ est dérivable et
1 A+z)(1-2)—1 —2?
/ — 1 _ — = < 0
¢ (@) 1—x+x 1—-=z 1—2

¢ est décroissante et ¢(0) = 0, donc ¢ <0 :

2
Vee[0,1[, z+In(l—-2z)< —%.

¢) Pour z € [0,1], hn(z) = exp(n(z + In(1 — z))) < e ™/2 et hy(1) = 0. Ainsi
0<1I, < [le2dz < [ e */2dz. La densité y — \/%e*yzﬂ de N(0,1)
est paire d’intégrale 1, donc f0+ % o=y?/2 dy = @ Le changement de variable
y = /nz (de classe C!, bijectif de [0, +oo[ sur lui-méme) conserve la nature et

donne f0+°° e~ "%%/2 Qg = % ) T\/T

2. La fonction H.
2(z +In(1 — x))

Pour z €10,1[, h}(z) = exp(n(z + In(1 — z))), dott H(z) = — -

a) Par développement limité, In(1—z) = —x—””;—i—o(xz), donc z+In(1—z) = —%24—0(3:2)
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et H(z) — 1 quand z — 0.

‘H se prolonge par continuité en 0 avec H(0) = 1. ‘

b) g est de classe C? sur [0,1] avec ¢'(z) = —In(1 —2) —1+1—2=—-In(l —z) — 2
et ¢"(z) = 1= — 1= 1% > 0sur |0,1[ : g est convexe. Ainsi ¢’ est strictement
croissante sur [0, 1] avec ¢'(0) = 0, donc ¢’ > 0 sur ]0, 1], g est strictement croissante

et g(x) > g(0) = 0.

‘ g est convexe et strictement positive sur |0, 1[. ‘

c) Pour z €]0,1[, en dérivant H(z) = —2(z + In(1 — z))z =2 :

H'(x) = —2(— - x)x_2 +4(z +In(1 —2))2~* = 22% +4(1 ;3:(61)86 ;L)ln(l — 1))
4z —-222 441 -2)ln(l-=2)  4g(z)
= (1 —2) _$3(1_x)>0.

H est continue sur [0, 1] et strictement croissante. Quand z — 17,  +In(1 — z) —
—00, donc H(x) — +00. Par le théoreme de la bijection :

‘H réalise une bijection strictement croissante de [0, 1[ sur [1,4o0]. ‘

3. Minoration de I,,.

a)

L <l w0, wi= s
=9t Up, . Uy ;U= 0.

Unp

b) H est continue en 0 et u,, — 0, donc

vp = H(up) — H(0) = 1.

n—-+0o

c) hy, >0etu, <1, donc I, > [)'" hyp(z) dz. Pour z €]0,u,|, H(z) < H(up) = vy
(H croissante), donc hy,(z) > e "**/2 (aussi en z = 0). Avec le changement de
variable affine y = /nv, x :

Un Unp nop s> 1 UnA/NMVn 2
I, > / hyp(x)dz > / e 2 dxr= / e 2 dy.
0 0 Un Jo

NGoS

d) up\/nv, = Upy/ny/v, — +00, donc [V eV /2 dy — @ Avec 1.¢) et 3.c) :

1 Un/M0n 2 ™
V2 qy < I<\/>.
\/Fn/o e y<+vnl, < 5

Le membre de gauche tend vers @ = \/§ ; par le théoréeme d’encadrement,

Vnl, — \/g :
™
In Vo
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4. Sommes de variables exponentielles.

a) £(1) = v(1) ; par stabilité des lois gamma pour la somme de variables indépendantes,
Sp < y(n), d’espérance et de variance n. Les T; sont indépendantes, de méme loi,

d’espérance et de variance 1 : par le théoreme central limite, S}, = S”—\/_ﬁ” converge

en loi vers AV(0,1), et comme ® est continue en O :
1
P(([S, < n]) = P((S]; < 0]) —— ®(0) = .

n——+o00 2

Sp s A(n),  lim P([S, < n)) = -

n——+00 2

b) Pour € > 0, U, > 0 et P([|Uy] > €]) = P([Th+1 > ev/n]) = e~V ().

U, —— 0.
n—-+o0o

c) Thy1 >0, donc Sy > Sy et [Spy1 <] C [Sy, < n], dotu P([Sp41 < n]) <P([S, <
n]). Si S, <n—eynet U, <e, alors Sp+1 = S, + /nU, < n : dou 'inclusion, et

P([S, < —¢l) < P([Sn41 <n]) + P([Un > €]) et P([Snt1 < n]) <P([Sn < nl).

Soit > 0. Par continuité de ® en 0, on choisit € > 0 tel que ®(—¢) > % —n.
Par le TCL, P([S;; < —¢]) — ®(—¢) ; avec a) et b), il existe n; tel que pour
n>mny: P([SE < —¢]) > %1— 2n, P([U, > €]) < net P([S, < n]) < 5 +n. Alors
% =30 <P([Sn+1 <)) < 5+

lim P([Sp+1 <nl]) = %

n—-+0o0o

5. Formule de Stirling.

the~t
n!

Spt1 = y(n+ 1) a pour densité ¢ — sur Ry. D’apres 1.a),

1 [ pntlen
P([Spi1<n]) = — [ t"etdt = ——1I,.
n! Jo n!
D’apres 4.c), cette quantité tend vers %, et d’apres 3.d), n"le "I, ~ n"tle ", [E =

ny—n
%n”e*”\/%m. Donc "GT V,27m — % :

fx(x)=1. m, Fx(z) = 3 + 2 Arctan(z — 0).
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Corrigé — Partie II.
6. La fonction Arctan.

a) k:xz — Arctan(z) + Arctan(—z) est dérivable sur R, de dérivée ﬁ - ﬁ =0,
donc constante égale a k(0) = 0.

’Arctan est impaire. ‘

b) Arctan est de classe C® : la formule de Taylor-Young justifie l’existence du dé-
veloppement limité & I'ordre 3. On a Arctan(0) = 0, Arctan’(z) = (1 + 2%)71,
Arctan” (z) = —2x(1 + 22)2, Arctan”(z) = —2(1 + 22)72 + 82%(1 + 22) 73, donc
les dérivées en 0 valent 1, 0, —2.

i
Arctan(z) = x— — + o(z?).

z—0 3

c) Arctan est croissante et Arctan(0) = 0, donc Arctan(z) > 0 pour z > 0. La fonction

0:x+— x — Arctan(x) a pour dérivée 1 — 1+1z2 = % >0et £(0)=0,donc ¢ >0
sur Ry .

‘V:c € Ry, 0<Arctan(z) < CL“

d) m : z — Arctan(z) + Arctan(2) est dérivable sur R%. avec m/(z) = ﬁ -5
ﬁ =0 : m est constante sur I'intervalle R* , égale & m(1) = 2 Arctan(l) =2- %

(car tan 7 = 1).

1
Vx>0, Arctan(z)+ Arctan(;) = g

7. La loi de Cauchy.

™

1 (Arctan(B — ) — Arctan(—A — 0)) - 2(5+5) = 1.

a) f:x— L. m est continue et positive sur R. Pour A, B > 0, figAf =

‘ f est une densité de probabilité sur R. ‘

b) zfx(z) e L > 0et [;7°9 diverge : [ 2fx(v) dx diverge (comparaison de
fonctions positives), donc I'intégrale ne converge pas absolument.

’X n’admet pas d’espérance. ‘

c) Pour 0 = 0, fx est paire, croissante sur R_, décroissante sur R, de maximum

% ~ 0,32 en 0, de limite 0 en +oo ; f¥(z) = i((gffx}%g s’annule en :t% (points
d’inflexion).

3 1=
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8. Fonction de répartition et médiane.

a) Fx(z)=lima 4 L[Arctan(t — 9)]1_14 :

1 1
Ve eR, Fx(z)= 5 + ;Arctan(m —0).

<= Arctan(zr —0) = 0 <= 1z = 0 (Arctan est bijective et

b) Fx(z) = 3
Z0).

Arctan(0)

‘La médiane théorique de X est 6. ‘

at
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Partie III — La loi de la moyenne empirique

Partie III — Calcul d’intégrale, loi de Y, et simulation
+OO: Pnax = 2(_??;27{)2 ; Y = Co.
Corrigé — Partie III.
9. Une intégrale.
a) ¢n g est continue sur R et 0 < ¢, 5 (t) < HtQ Or +o°§ 13112 converge (et vaut m, cf.
7.a avec 6 = 0). Par comparaison de fonctions positives :
+00
/ ©n.z(t) dt converge.
—00
b) Soit W(t) = In(1 + t?) — ln(l + (z —nt)?). Alors V'(t) = 1_%’;2 - ;f_nxx n?)tz Uz (1).

Quand t — Fo0, V() = 1+1;tnt)2 — In 5. Pour A4,B > 0, f_A Yna = VY(B) —

U(—A) — lnni fln% :
+oo

Y, z(t) dt converge et vaut 0
c) Soit (n,z) # (1,0). Comme v = —n?a, on a yt = —an(nt — x) — anz, d’ou
« 154 6 —anx
t) = — t
Pn.a(t) an,w( )+ 1+ "1+ (z —nt)
On a focf 11@2 = = et, par le changement de variable affine s = nt — z,
f&f T +(xd_tnt) = 7. Toutes ces intégrales convergent ; par linéarité et b)
5—
amj) == (1422 —n? 4+ n(z? +n? - 1)),
On,x
—1) =

+oo
/ Pn,x = ﬂ(/B +
n
Or 1+22—n?2+nz?+n3—n = (n+1)x?+(n—1)(

—00

car d—anx = %
(n+1)(2? + (n — 1)?), donc
oo (n+ 1)
(1) dt = .
[mw’() 2 4 (n+1)2
10. Loi de la moyenne empirique
a) Fy(y) =P((X <y+0])=Fx(y+0):
1 1
Fy(y) = = + —Arctan(y), Y < Co.
s
m. Par le théo-

b) Y7 et Y5 sont indépendantes, de densité bornée fy : y —
ité h(z) = [T fy(t)fy(z —t)dt

reme de convolution, Sy admet pour densité h(z)

6
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L jfoo ©1,2(t)dt. Pour x # 0, d’apres 9.c), h(x) = 1. 27 Une densité pouvant

s w2 x244°
étre modifiée en un point :

est une densité de S-.

— m(z? +4)

Ys = %SQ a pour densité y — 2 - ﬂ(4y22+4) = 7r(141ry2) :

YQ ‘—)Co.

¢) Montrons par récurrence que sy, : x est une densité de .5,,. C’est vrai

n
m(z2+n2)
pour n = 1. Si c’est vrai au rang n, S, et Y,4+1 sont indépendantes (lemme des

coalitions), et S,,11 a pour densité z +— [ s, (¢) fy (z — t) dt. Le changement de

variable ¢ = ns (affine) donne, puisque n s,(ns) = m,
+o00 1 +00 n+1
n(t —t)dt = — n,x ds =
[m sn(t) fy(z —1) 2 [m Pna(s)ds (@ + (n+ 1)2)

(pour tout x si n > 2, pour # # 0 sin =1, cf. b)). Enfin Y,, = %Sn a pour densité
2
Y = nsp(ny) = 7r(n2;}2_~_n2) = W(l_lf_yz)-

\V/TLGN*, ?n%CO

d) La loi faible des grands nombres suppose que les Y; admettent une variance ; ici
Y n’admet méme pas d’espérance (7.b). D’ailleurs Y, suit la loi Cy pour tout n :
P([|[Yn| > 1]) =1 — 2Arctan(1) = $ ne tend pas vers 0, donc (Y,) ne converge pas
en probabilité vers 0.

‘Non : Y n’admet ni espérance ni variance. ‘

11. Simulation.

a) Chaque ligne de A contient n réalisations indépendantes de loi Cp ; la moyenne de
chaque ligne est une réalisation de Y, :

MoyEmp = np.sum(A, axis=1) / n

b) L’histogramme 1 représente 12000 réalisations de Y agg, I'histogramme 2 représente
12000 réalisations de Y7 1, de loi Cp. Ils sont pratiquement identiques et proches de
la courbe de 7.c) (maximum voisin de ) :

Y200 & la méme loi Cy que chaque Y; :
la moyenne empirique ne se concentre pas autour de 0.
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Partie IV — La loi de la médiane empirique

Partie IV — Densité de la médiane empirique

[ = 0+ DETHER( - Fx)" fx.

Corrigé — Partie IV.
Notons C,, = (n +1)(*"1) = @t Db ot pour b > 0, pp, = Fx(z+ h) — Fx(z). Les X; étant

n (n!)?

a densité et indépendantes, les événements [X; = X;] (i # j), [X; = ] et [X; = « + h] sont
de probabilité nulle : on raisonne a un événement négligeable pres.

12. Densité de X, ;.

a) Sur B, un seul X; appartient a |z, x+ h[ ; comme )A(TLH est 'un des X; et appartient
(presque stirement) a |z, x + h[, c’est Xj,, et exactement n des autres sont < z, les
n derniers > = 4+ h. Réciproquement, une telle configuration réalise B. Ainsi B est
(& un négligeable pres) la réunion disjointe, sur les choix de ig (2n + 1 choix) et de
I'ensemble J des n indices j # ig tels que X; <z ((27;1) choix), des événements

[z < X, <x+hlN ﬂ[Xj <z]N m [X; > x4+ hl,
jeJ i¢JUio}
chacun de probabilité py, Fix(z)"(1 — Fx(x + h))" par indépendance. Comme (2n +
D) = G = Cn

n (n!)?

]P’(B):(n—l—l)(

b) B C A, donc P(A) —P(B)
donc AN[Z #1
indépendance P

e
|

=

=

0<P(A) —P(B) < K(Fx(z+h) — Fx(z))’, K =n(2n+1).

c) Notons F' = Fg et p(z) = CpFx(z)"(1 — Fx(x))" fx(x), continue. Fx est de
classe C!, de dérivée fx. Pour h > 0, F(z + h) — F(x) = P(A) et, avec a) et b),
F(z+h)— F(z)
h

2
= CuFx (@) B (1= Fx(@+h)" +en, 0= e, < Kh(2)

Comme 5 — fx (), on obtient w — p(z) quand h — 0%. En appliquant

ce qui précede au point  — h (la constante K ne dépend ni de z ni de h) :
F(x)— F(x—h F —F —h
(x) (.I' ) n X(‘r) X(x )(1—Fx($))n+€%,
h h
qui tend vers p(z) quand h — 07 (avec 0 < &} < Kh(W)Q) F est donc

dérivable sur R, de dérivée p continue : F est de classe C' et Xn+1 admet p pour
densité.

=CpFx(zx—h)

fa (@) = (1) (2”n+ 1) (Fx(@))" (1 - Fx(@))"fx ()
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Partie IV — Propriétés de I’estimateur )Z',IH et intervalle de confiance

Moments, convergence, loi limite de W,,;1 = LQ:'H ()A(nH —0), Python.

Corrigé — Partie IV.
Notons f = fg . et I = Fg o D’apres 8.a) et l'imparité d’Arctan, pour tout ¢ :
Fx (20 —t) =1 — LArctan(t — ) = 1 — Fx(t) et fx(20 —t) = fx(t) ; donc

F(20 =) = Cu(1 = Fx(1))"Fx (t)"fx (t) = f(2). (%)
13. Espérance et variance.

a) Quand x — 400 : Fx(z) — 1 ; pour =z > 6, d’apres 6.d), 1 — Fx(x) = %—
L Arctan(z — 6) = LArctan(-1;) ~ —L5 ~ L (car Arctanu ~ u en 0, 6.b) ; et

w(z—0)
fx(z) ~ # Donc

s RS

2n+1> 1 1

b) n+ 1> 2 : par comparaison a une intégrale de Riemann convergente (fonctions
positives), [;"*zf(z)dx converge. Par (%) et le changement de variable affine
x =260 —u, f:olo |z| f(z) dx = f;éfl |20 — u| f(u) du, qui converge car |20 — u|f(u) <
Jul f (u) + 2|0]f (w).

Xn+1 admet une espérance.

~

c) Xpnt1=9gn+1(X1,..., Xont1) OU gny1 ne dépend pas de 6 : c’est un estimateur de
0. Par (x) et le changement de variable ¢t = 260 — u,

+00 +00 -

(t= 00 dt = [ (0~ u)f(w) du = ~E(Kns1 ~ ).

—00

E(X,t1 —0) = /

—00

~

E(Xn41—0) =0 : X, est un estimateur sans biais de 6.

d) Dapres a), 22f(x) ~ —S2, positive : [/ 22 f(2) dz converge si et seulement
x—4oo T

si n > 1 (Riemann) ; par (x), il en est de méme en —oo.

Xp+1 admet une variance si et seulement si n > 2.

14. Convergence.

a) La relation (%) est établie ci-dessus. Par le changement de variable affine ¢t = 26 —u

~ +00 0—¢
P([Kpp1 > 0 +¢]) = /HE fyat= [ j@o—uydu=rFo-e)

Comme IP’(HXHH —0|>¢)) =F(0—e)+P([Xny1>0+¢]) :

F0—t)=f(t) et P(|Xni1—0]>e]) =2F(0 - ).
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b) Fx est de classe C! et strictement croissante : le changement de variable u = Fx ()
est C! bijectif de | — 00,0 —¢] sur |0, p], avec p = Fx (0 —¢) = 1 — L Arctan(e) €]0, 3|,
et conserve la nature :

P
Fl—-¢e)=Cy | u"(1—u)"du.
0

u — u(1 — u) est croissante sur [0, 1], donc u(l —u) < ¢ =p(1 —p) < 1 sur ]0, pl.
Avec (P"F1) < 92n+1
n )=

0 < P([[Xps1 — 0] > €]) < 2Cupg"™ < dp(n+1)(4g)" ——— 0

n—-+o0o

par croissances comparées (0 < 4¢ < 1).

c) La fonction de répartition de la variable certaine 6 vaut 0 sur |—oo, f] et 1 sur [6, +-o0],
continue sauf en 6. Pour < 0, avec € = § — x, b) donne F(z) = F(0 —¢) — 0.
Pour z >0, avece =z — 0, F(z) =1 —P([X,41 > z]) =1— F(@ —¢) — 1 (cf. a).
Par définition de la convergence en loi :

~

Oui : (X,,+1) converge en loi vers la variable certaine 6.

15. Loi limite et intervalle de confiance.

a) Posons ¢ = 22 5 0. W1 = (X1 — 0) apour densité z — L f(0+ ) Avec
y:%:%/%eta_lArctan() Fx(0+y)=3+a, 1-Fx(@+y) =3—a,

fx(@+y) = 7r(1+y) Donc

B T L o\" 1
an+1($) - QWC’TL(LL (I) 7T(1+y2)’

n

)= i (M) [ - (a5
(1 + 4(22431))_1'

b) On a C, = ZtDt — (9, 4 1)(*") et, par la formule de Stirling (question 5),

(n)?
(Qn) _ (2n)! (2n)%"e—2"\/47n

n) = )2 T nZe—2m2mn

__4m npe
= e Ecrivons

() = 5 (1= )" (4 3)
|
an
T 4 9

Yn = SN TES R by, = ﬁArctan(yn) € [0,1].
ap ~ 2\/%?:1\)/?” = % — % = ﬁ;yn—>0donc (1+y3) ! = 1. 8i
z=0,b, =0.Siz+#0, Arctan(yn) ~ yp donc b, ~ ;gyn = 2;“"_2‘_1 — 0, puis
nln(l—b,) ~ —nb, — —%, et par continuité de Pexponentielle (1 — b,)™ — e~%"/2.

2

1 T
en(-5).

vx € R’ ngr—il-loo an+1 (ﬂj) =

10
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c) @ est continue, donc P([~to < Wiy < to]) = Fw,,, (ta) — Fwv,y, (—ta) = (ta) —
O(—ty) =2P(ty) —1=1—a. Or

Tt e Tlq

_ Tl < X e
WNon+l1— — M T g Bntd

Un intervalle de confiance asymptotique de niveau 1 — « est donc :

—tq < Wn+1 <ty — XnJrl -

~ T ta = Tl
Xpog — ——22 X+ ]
{ Ty a1 MM T 9 A+ 1}

16. Simulation de la médiane empirique.

Chaque ligne de A est une réalisation de I’échantillon ; on trie chaque ligne (par ordre
décroissant). La ligne triée contient 2n+-1 valeurs : la médiane est la (n+1)-ieme, d’indice

n en Python, quel que soit le sens du tri. Enfin, 8 = 0 donne W), = L?HX}IH.

A = cauchy(p, 2#%n+1)

S = triLignes(A)

MedianeEmp = S[:, n]

W =2 % np.sqrt(2*n+1) / np.pi * MedianeEmp

11



