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ECRICOME

Mathématiques approfondies

Corrigé du sujet adapté — 2018

Les questions et sous-questions conservent la numérotation de 1’énoncé adapté.

Exercice 1

Exercice 1 — Composée de deux projecteurs

A, B matrices de projecteurs (symétriques dans la partie 2) : le spectre de AB est inclus
dans [0, 1].

Corrigé — Exercice 1.
1

Partie 1. Posons w = (i) ete = (1

et

>, de sorte que fww = 1+a?, tee = 2, tew = twe = 1+a

wtw €t6

= —, B .
1+a? 2
1. Projecteurs.

t t t

w(ww)w ww = A et de méme B2 =

A2 = =
(1+a2)?2 1+a? 4

\uou:u et vov:v.\

2. Rang et spectre de uowv.

a) Les colonnes de A sont proportionnelles a w # 0, et A # 0 : rg(A) = 1 ; de méme
rg(B) = 1. Ensuite

w(twe)le 1+a ' 1+a (1 1>

AB: = _
21+a?) 20+ad) " “T20+a®) \a a

‘rg(u):rg(v)zl; rg(uov) =1sia# —1, uovz()sia:—l.‘

1 1 2
b) xp a pour matrice w # 0 et ABw = 2(11__32)1”061”) _ 2((1‘:_622)11]'
1, t d csN (1 + (1)2
xo est vecteur propre de u o0 v assocClié a = 7
0 prop Ha 201 + a?)

c) Sia# —1:wuowv est de rang 1, donc (théoréme du rang) son noyau est de dimension
1 et 0 est valeur propre ; avec b), pg # 0 est valeur propre, et en dimension 2 il n’y
en a pas d’autre (deux sous-espaces propres de dimension au moins 1). Si a = —1,
uov=0et p_1 =0.

)2
Sp(uow) = {0,2((11—:_(32)}.
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3. Valeurs propres et projecteurs.

a) pig >0et 2(1+a?) — (1+a)?=(1-a)?>0,donc p, < 1.

‘Sp(uov) C [0; 1]‘

b) Avec ¢ = (Hag), AB = cw'e et (AB)? = w(tew)le = ¢(1 + a) AB = p, AB.
Donc AB est un projecteur si et seulement si AB = 0 ou p, = 1, c’est-a-dire a = —1
u(1—a)?=0.

’u o v est un projecteur si et seulement si a € {—1,1}. ‘

Partie 2. Ici A=A =A% et 'B= B = B>
4. Contraction.
|BX|? =!X'BBX ='XB?’X ='XBX = YBX)X = (BX, X). Par I'inégalité de
Cauchy—Schwarz, |BX||* < ||BX]||||X]| ; si BX # 0 on divise par ||[BX|, et sinon
I'inégalité est évidente.

IBX|* = (BX,X) et [BX]| <|X]|.

5. Diagonalisabilité de C.
'C ='B'A'B = BAB = C : C est symétrique réelle. D’aprés le théoréme spectral,

C est diagonalisable dans M,,(R). ‘

6. Valeurs propres de C.

a) |ABX||? =X B'AABX ='XBA?BX ='XBABX ='XCX = \'XX :

IABX|* = || X]P*.

|ABX|?

b) Comme X # 0, A =
112

> 0.

‘Les valeurs propres de C sont des réels positifs.

7. Valeurs propres non nulles de AB.
Ici ABX = puX avec p # 0 et X # 0.

a) C(BX)= BAB?X = BABX = uBX. De plus BX # 0, sinon uX = ABX = 0.

‘BX est un vecteur propre de C' (associé a ,u)‘

b) D’une part A(ABX) = A(uX) = pAX ; d’autre part A(ABX) = A2BX = ABX.
Donc ABX = pAX, puis uX = pAX et, comme p # 0 :

|ABX = pAX et AX =X.|

c) Comme A est symétrique et AX = X : (X, BX) =Y(AX)BX ='X ABX = pu'XX.

(X, BX) = p| X|%.
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8. Conclusion.

donc 0 < p <1 (car || X > 0).

Soit p € Sp(AB). Si p =0, p € [0,1]. Sinon, avec 7.c) et la question 4,

pllX P = (X, BX) = |BX|* € [0, ]| X]*],

Sp(AB) C [0;1].

G. Bignon
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Exercice 2

Exercice 2 — Suite de Fibonacci et nombre d’or

(=D*
UpUk+1

Up+2 = Upt] + Uy, @ = 1*—2\/5 s extrema de f(z,y) = 223 —6zy+3y> —6y; p=1-3

Corrigé — Exercice 2.

1. Le nombre d’or.

V5 > 1 donc ¢ > HL = 1. Les racines de 22 — z — 1 sont 1%7‘/5 (discriminant 5), et

1-v6 _ 1-5 _ 1-v5 1
QOT— y ].,dOIlC 3 = o

¢ > 1 et les solutions de 22 — 2 —1 =0 sont ¢ et — +

o

En particulier p? = ¢ + 1.
2. Extrema de f.

a) f est polynomiale :

f est de classe C? sur R?.

b) 01f(x,y) = 622 — 6y et O2f(z,y) = —62 + 6y — 6. Un point critique vérifie y = 22
ety:x+1,doncx2—x—1:0:xchety:<p2:<p+1,ou:r:—% et

—~1 -1
yzl—%:%.Or(go—l)(cp—l—l):(pz—l:go,donc%:ﬁ.

1 1
Les points critiques sont (¢, + 1) et (——, 7>
4

c) 8%,1f = 12z, 8%72]’ = 82271]’ = —6, 82272]’ = 6. La forme quadratique associée a la
hessienne en un point d’abscisse x est
q(h, k) = 12ch?® — 12hk + 6k = 6(k — h)? + (122 — 6)h%.

Si Y est un vecteur propre de la hessienne pour la valeur propre A, ¢(Y) = \||Y|2.

e En (p,p+1):120—6 =65 > 0, donc q(h, k) > 0 pour (h, k) # (0,0) (sih #0
le second terme est > 0, sinon k # 0 et le premier l'est). Les valeurs propres
sont strictement positives : minimum local, de valeur f(p,p +1) = —bp —4 (3
laide de ¢? = p + 1).

e En (—é,ﬁ) : 120 —6 < 0; q(1,1) =122 -6 < 0 et ¢(0,1) = 6 > 0. La
hessienne a donc une valeur propre strictement négative et une strictement
positive (sinon ¢ serait de signe constant) : point selle.

1 1
,©~+ 1) : minimum local ; (——, ——) : point selle (pas d’extremum).
7Y +1

4

3. Identité de Cassini.

Pour n = 0 : uguz — us = —1 = (—1)!. Si la formule est vraie au rang n :

Un+1un+3_ui+2 = Un+1(Unt2+Unt1) —Unt2(Unt1+Us) = u?wrl_unun—i—? = _(_1)n+1-

2 1
VneN, upupia —usyq = (—1)"
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4. Expression de u,,.

a) On maintient v = ug_1 et w = uy, :
def suite(n):

v=20
w=1
for k in range(2, n + 1):
z=v +w # z =uk
V=W # v =u_(k-1)
w =2 #w=muk
u=w
return u
b) (uy) est récurrente linéaire d’ordre 2, d’équation caractéristique 22 = x + 1, de
racines distinctes ¢ et —= : il existe A, p réels tels que u, = Ap" + u(—f) . Avec

uOZO:M:—)\;avecul—l./\(go—i—g)—l,etcp—ka—1+2f— Q\f—\/g.

¢) Comme |—é| <1, (—%)" — 0 tandis que ¢" — 400 : Uy ~ %, Ainsi "2~ o,

. Un+1
lim =

n—+00 Uy

5. Une série alternée.

a) Pourn > 1, u, > 1> 0 (récurrence immédiate) et - oo ~ ﬁ — %(ﬁ)") terme

général d’une série géométrique convergente (0 < — <p < 1). Par comparaison de
séries a termes positifs :

converge.
n>1 Untntl
b) CL* |1 : la série Z (-1 converge absolument, donc converge
Uk Uk41 Uk Uk 41 Uk Uk41 ’ ’

‘ (Sn)n>1 converge. ‘

c) D’aprés la question 3 :

2 1
Un, Up+1  UpUn42 — Upyy (—J)n+ _Up Un+1
— = = , Snt1 — Sp = .
Un+1 Un+2 Un41Un+-2 Un4+1Un+2 Un+1 Un4-2

d) Par télescopage, pour n > 2, S, = 51 + an;ll(SmH —Sn) =51+ =g Or

Up+1 "
1

S1 = — =—letl=1:5,=—--"12— —% (question 4.c). Comme ¢ = 1 —&—%

uiu2 2 Un+1

(car 2 = +1):

kuk+1




ECRICOME — Mathématiques approfondies — 2018 G. Bignon

Probléme

Probléme — Partie 1 — Relation de Panjer

P(N =k) = (a+ 2)P(N =k — 1) : exemples, espérance et variance.

Corrigé — Probléme.

1. Casa=0,b>0.

bk—l

a) Par récurrence : vrai pour k = 0 ;si P(N =k —-1) = WP(N = 0), alors
P(N = k) = 2P(N =k — 1) = LP(N = 0).

bk
VkEN, B(N=k)= PN =0)

b) Les événements [N = k], k € N, forment un systéme complet, donc 1 = 32 P(N =
E)=P(N =0)e’. AinsiP(N =0) =e P et P(N = k) = e_bb/?]j-

> P(N=k)=P(N=0)"=1, N<P(®b), EN)=V(N)=b

2. Cas a <0, b=—2a.

a) P(N =2) = (a+ %)P(N = 1) = 0, puis par récurrence P(N = k) = (a + 2)P(N =
k—1) =0 pour k > 3.

szz MN:@:Q\

b) P(N =1) = (a+b)P(N =0) = —aP(N =0) et P(N =0) + P(N = 1) = 1, d’ot
P(N =0)= L et P(N =1) = =2 €]0, 1].

N<—>B< —4 )

1—a

3. Loi binomiale.

a) Pour k € [1,n], avec () = 2=REL( " )

IP)(Z = k) = (Z)pk(l —p)nik = n=- Z +1 p (k. n >pk1(1 - p)nfkﬁLl’

1-plk—1
—k+1
P(Z=k) =L x2 Pt  pz—k—1).
1—p k
b) £ - n=krl — -5+ E?j;))i Posons a = =72, < let b = %. La relation
estvraiepourkgn;pourk:n+1,a+nLH:0etIP’(Z:n+1):0;p0ur

k > n+ 2, les deux membres sont nuls. Enfin P(Z =0) = (1 —p)" # 1.

p_,_(nt+Dp

Z vérifie une relation de Panjer avec a = —
L—p l—p

6
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4. Cas général.
Notons Py = P(N = k), My, = S0 1 kPy, et Q= S 11 kP

a) P = (a+0b)Py. Silon avait Py = 0, par récurrence tous les P seraient nuls, ce qui
contredit Y P, = 1. Donc Py > 0, et P; > 0 impose :

IP(N=1)=(a+BP(N=0) et a+b>0]

b) Pour k > 1, kP, = (ak+b)P;_1. En sommant pour k € [1,m] et en posant j = k—1

m—

m m—1
> kP, Z]+1P+bZP
k=1 j=0 Jj=0

c) Comme S NG + 1)Pj = Mg + Y jem Pj (avec My = 0), b) s’écrit M, =
aMpy—1 + (a +0) > j<m Py, dotn

m—1
(1—a)My, = (a+0b) Z P; —amP,.

j=0
e Si0<a<1l:(l—a)M,, <a+b.
e Sia<O0:pourk > %,a+%<0et P, >0, P,_1 > 0 imposent P, = 0. Les

P, sont nuls & partir d’un certain rang, (M,,) est stationnaire.

Dans tous les cas ((1 — a)M,,) est majorée, donc (M,,) aussi (1 —a > 0). La série
> kP est a termes positifs, de sommes partielles majorées : elle converge, N admet
une espérance, et mP,, — 0. En passant a la limite :

a+b

N admet une espérance et E(N) = 1 .
—a

d) Pour k > 1, k*P; = (ak® + bk)P;_1 ; en sommant et en posant j =k — 1 :

m—

Z (G+1)2+0(+1)P; = aQum-1+ (2a+b)Mp_1+ (a+b) > P

Jj=0 j<m
donc (1 —a)Qm = (2a +b)Mm-1 + (a +b) X, Pj — am?Py,. Si0 <a <1,
(1—a)Qm <|2a+bE(N)+a+b;sia<0, (Qn) est stationnaire. Comme en c),
N? admet une espérance (transfert), m2P,, — 0, et

(1~ BN = 20+ 5) 0 4 (0 gy = CHDEEIHD
(a+b)atb+1)
E(N?) = 0o :
e) Par la formule de Kénig-Huygens :
(a+b)(a+b+1) — (a+b)? a+b

V(N) = V(N) =

(1—a)? ’ (1—a)?

f) E(N)=V(N) < (a+b)((1-a)—1) =0 <= a(a+b)=0.Sia+b=0,P, =0
puis tous les P, (k > 1) sont nuls et Py = 1 : exclu. Donc E(N) = V(N) < a=0.
Sia=0,alorsb=a+b>0,et b#0 (sinon Py =1) :b>0et N — P(b) d’apres
1. Réciproquement, si N < P(A), E(N) = V(N) = A.

‘IE(N) =V(N) <= N suit une loi de Poisson. ‘
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Probleme — Partie 2 — Fonction génératrice

G(z) =X pra® = po(1 — az)® pour 0 < a < 1.

Corrigé — Probleme.
Dans cette partie, 0 < a < 1 et g > 0,donc b > 0et a= —aTer < 0 ; pour z € [0,1],
l—axr>1—a>0.

5. Convergence.

Pour z € [0,1], 0 < ppx® < p et 3 pr = 1 converge.

Zpka:k converge pour tout z € [0;1].
k>0

6. Dérivées de f.
f est de classe C* sur [0, 1] et, par récurrence, f*)(x) = po H?;&(a—j) (—a)F(1—az)>*.
Or —a(a—j) =a+b+aj, donc

k
F® (@) = po [[(aj +b) (1 — azx)**.

Jj=1

D’autre part, la relation de Panjer donne pg = pg Hé’?:l (a+ g), soit k! pr. = po H?Zl(aj +
b).

Vk eN, Vo e [0;1], fP(z) =k pp(l — az)**,

7. Expression de G.

f*(0)

a) La formule de Taylor avec reste intégral a I'ordre n entre 0 et x, avec *—7— = py,
et fHD () = (n 4+ D! ppy1(1 — at)* "1, donne
n
F®(0) ?(z—t)"

f@) = pa® + (4 Dpasa /x(1 —at)* N — )" dt.
k=0 0

b) Pourt € [0,z],x—t > 0et 1—at > 0;deplus (1—at)—(x—t) = (1—z)+t(l—a) > 0.

x—t
1—at

0<(1—at)* "z —t)" = (1-at)( )" < (1—at)* .

Par croissance de l'intégrale (0 < x) :

0< / (1—at)* " Yz —t)"dt < / (1 —at)*!dt.
0 0

c) D’apres 4.c), la série Y- kpy, converge, donc (n + 1)p,41 — 0. Le reste de a) tend
vers 0 par b), donc Y¢_ pra® — f(2) :

‘G(x) = po(1l — az)”. ‘
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G(1)=Ypr=1=po(l —a)* donc pp = (1 —a)~® Enfin G = f sur [0, 1], donc
G'(1) = f'(1) = —aapo(l — a)* ! = %ﬁ :

a+b

m=(-a=(1-a%, ¢0)=1"

E(N).
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Probléme — Partie 3 — Formule de récursivité

Loi de la somme aléatoire S = X1 + -+ + Xy : formule de Panjer.

Corrigé — Probléme.

Préliminaire. Pour n € Net m € N, [S =m|N[N =n] =[S, =m|N[N =n|, et S,
(fonction de X7, ..., X)) est indépendante de N (lemme des coalitions). Par la formule des
probabilités totales avec le systéme complet ([N = n])pen :

+00 +oo
P(S=m)= Z P(N =n)P(S, =m) = anIF’(Sn =m). (%)
n=0 n=0
9. P(S=0) quand 0 < a < 1.

Les X}, étant a valeurs dans N, [S,, = 0] = (;=1[Xk = 0], de probabilité ¢j (indépen-
dance), avec gy = P(X; = 0). D’apres (x) et la partie 2 (¢ € [0,1]) :

1—a

= a_ (1—ag\“
P(S=0)= > pugy = G(q0) = po(l — ago)® = ( ) :
n=0

10. Cas poissonnien.

a) De méme, si N — P(A) :

+oo A"
P(S=0)= Z e_’\ﬁqg = ¢ A1-a),
n=0 ’

b) y compte le nombre de succes dans n épreuves de Bernoulli indépendantes de
parametre % (rd.random()<1/2 a lieu avec probabilité %) :

simuX(n) simule la loi binomiale B(n, %)

¢) On ajoute N simulations indépendantes de la loi de X; :
def simulS(lam, n):

N = rd.poisson(lam)

s =0
for k in range(N):
x = simuX(n)
S =s+x
return s

11. Espérances conditionnelles.

a) Supposons P(S,+1 = k) > 0 (sinon 'espérance conditionnelle n’est pas définie).
Pour i € [1,n+1] et j € [0,k], T; = 30, 4; X est indépendante de X; (lemme des
coalitions) et a méme loi que S,, (somme de n variables indépendantes de méme
loi), donc

P([Xi = j] N [Snr = k]) = P([Xi = j] 0 [T; = k — j]) = ¢;P(Sh = k — j),

10
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qui ne dépend pas de i. Sur [Sp+1 = k|, X; € [0,k], donc E(X; | Spy1 = k) =

?:0 j% existe et ne dépend pas de i. Par linéarité,

n+1
ZE(XZ|Sn+1:k‘):E(Sn+1|Sn+1:]{3):kf
=1

Vie[Lnt1], B(X;|Swt=k) =—

1 v ) 7 n+l1 — —n+1

b) C’est le calcul précédent avec i = n+ 1 (T,41 = Sy), le premier membre valant
P([Xnt1 = 7] N [Snt1 = k]) (y compris lorsque P(Sy,+1 = k) = 0, les deux membres
étant alors nuls) :

Pis, 1=k (Xn+1 = §)P(Spt1 = k) = ¢;P(Sy =k — j).

¢) Supposons P(S,+1 = k) > 0. Les [X,,41 = j], j € [0, k], recouvrent [S,+1 = k],
donc d’apres b) :

kol

Z (Sn =k —j) =P(Spt1 = k),

k
ZJ ¢iP(Sn =k — j) = E(Xp11 | Snp1 = k)P(Spq1 = k) = mP(SnJrl =k).

En combinant (multiplier la premiére par a, la seconde par %) :

r bj , b
jz:(:)(a + %)quP’(Sn =k—j) = (a + ?)P(Snﬂ = k).

Si P(Sn+1 = k) = 0, chaque ¢;P(S, = k — j) est nul d’apres b) et 'égalité est
triviale.

12. Formule de récursivité.

a) Clest (x) avecm =k —j:

S=k—j)= an Sn =k — j).

b) Par a), puis par linéarité (somme finie sur j de séries convergentes), 11.c) et la
relation de Panjer p,11 = (a + n%rl)pn :

Z(a+€j)q] (S=k—j)= anZ( IZ)QJP(SnZk—j)

J=0 n=0  j=0

- go pu(a ) B(Sus = B)

bi 400
Z(a + zj)quP’(S =k— ]) = an—i-lp(sn-f—l = k)
j=0 n=0

11
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c) D’apres (%) avec m = k > 1, le terme n = 0 est nul (Sp = 0), et en décalant I'indice

+oo
P(S=k)=> puP(Sn=k)=>_ pns1P(Snt1 = k).
n=1

“+o00

n=0

=0

d) D’apres b) et ¢), 2% o (a + %)qu(S =k —7j) =P(S = k). Le terme j = 0 vaut
aqoP(S = k), donc (1 — aqo)P(S = k) = Z§:1(a + %)qu(S = k — j). Enfin

l—agp>0:sia<0,1—agp>1;si0<a<l,aqgg<a<l.

P(S = k) =

1 & bj B ,
— j;l<a+ ?>qu?(5 =k —j).




