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EDHEC (sujet final)

Mathématiques approfondies

Corrigé du sujet adapté — 2018

Les questions et sous-questions conservent la numérotation de 1’énoncé adapté.

Exercice 1

Exercice 1 — Racine de 1 — z — 2"

up €]0,1[ solutionde 1 —x — 2" =0; v, =1 — up ~ i,
Corrigé — Exercice 1.
1. Existence et unicité.
fn est dérivable sur Ry et f/(x) = —1 —na" ! <0 : f, est continue et strictement
décroissante sur R, avec f,(0) =1 et lim o f,, = —oc. Par le théoréme de la bijection,

elle réalise une bijection de R sur | — oo, 1], qui contient 0.

‘ fn(x) = 0 admet une unique solution u, € Ry. ‘

2. Convergence de (uy).
a) fn(0)=1>0et f,(1) = —1 < 0 ; par stricte décroissance, u,, €]0,1][.
up, €]0,1[.
b) Comme 1 — u, = u] :
ot (un) = 1=y —up™t = up —up ™ = up(1 = up) > 0 = for1(uns1)-

fnt1 étant strictement décroissante, u, < Up1-

‘ fo+1(un) >0 et (uy) est (strictement) croissante.‘

c) (up) est croissante et majorée par 1 : par le théoréme de la limite monotone, elle
converge vers un réel £, et 0 < u, < 1 donne ¢ € [0, 1].

’ (uy) converge vers ¢ € [0, 1]. ‘

d) Supposons ¢ < 1. Alors 0 < u,, < ¢ pour tout n, donc 0 < u < ¢™ — 0. Or
up =1—uy, -+ 1—£¢>0: contradiction.

lim wu, =1.
n—-+4o0o
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3. Equivalent de v,,.

a) v, =1—wuy, > 0 car u, < 1. De plus v, = u], donc In(v,) = nln(u,) = nln(l—v,).
Comme v, — 0, In(1 — vy,) ~ —vy, :

vy, >0 et In(vy,) 3 T
o

b) D’apres a), “In(va) _, 1, donc ln(ﬂ) — 0, tandis que — In(v,) — +o00 :

nup, nuy,

hl( — 1n(vn))

lim =)
n—+oo  —In(vy,)
Notons L, = —In(v,) — +oo. Le numérateur vaut In(L,) — Inn + L,, donc
% - IE—: +1 — 0. Comme % — 0 (croissances comparées), 12—: —1:

In(vy,) fodie In(n).

—In(vy)

c) D’apres a), v, ~ — =, et d’apreés b), —In(v,) ~Inn :

In(n
Up ~ ( )
+oo N
4. Nature des séries.
Les termes sont positifs. Pour n > 3, IDT" > %, et E% diverge : par équivalence puis

(Inn)?
)

comparaison, Y v, diverge. Ensuite v2 ~ = o(n:,%) (croissances comparées), et

> # converge (Riemann).

Zvn diverge, E U,ZL converge.
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Exercice 2

Exercice 2 — Endomorphisme antisymétrique de R?

a 0
(f(z),y) = —(x, f(y)) : réduction & une matrice | —a 0 0
0 0

1.

Corrigé — Exercice 2.

Orthogonalité.
Avec y =z : (f(x),z) = —(z, f(x)) = —(f(z),x), donc

vz e R?  (f(z),x) = 0.

. Valeurs propres.

Soit A une valeur propre réelle et x # 0 tel que f(z) = A\x. Alors 0 = (f(x),z) = \||z||?,
donc A = 0. Comme f admet au moins une valeur propre réelle :

‘0 est 'unique valeur propre réelle de f (en particulier dim Ker f > 1)‘

. Noyau et image.

Soit x € Ker f et y = f(z) € Im f : (z,y) = (x, f(2)) = —(f(z),2) = 0. Ainsi Ker f L
Im f, donc Ker f NIm f = {0} ; par le théoréme du rang, dim Ker f + dimIm f = 3.

Ker f et Im f sont supplémentaires orthogonaux dans R3.

Cas dim Ker f = 3.

Alors f = 0 et sa matrice dans n’importe quelle base est nulle :

’1& forme demandée est obtenue avec o = 0. ‘

Cas dimKer f = 2.

a) Im f est de dimension 1 ; soit e; un vecteur unitaire de Im f, et (e2, e3) une base
orthonormale du plan Ker f. D’aprés 3, e; est orthogonal a eg et e3 : (e1,e2,€3) est
une famille orthonormale de 3 vecteurs de R?, donc une base orthonormale.

‘Une telle base B existe. ‘

b) f(e2) = f(es) = 0 : les deux derniéres colonnes sont nulles ; on note f(e;) =
aey + bes + ces.

MatB(f) =

o o
o O O
o O O

c) Pour tout y, f(y) € Im f ; en particulier f(Im f) C Im f. Donc f(ey) € Im f =
Vect(eq), d’ott b =c¢ = 0.

‘Imf est stable parfetb:c:(].‘
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d) La base étant orthonormale, a = (f(e1),e1) = 0 (question 1). Alors f(e;) =0 et
f =0, ce qui contredit dim Ker f = 2.

‘a =0 ; le cas dim Ker f = 2 est impossible. ‘

6. Cas dimKer f = 1.

a) Im f est un plan ; soit (e, e2) une base orthonormale de Im f et e un vecteur
unitaire de Ker f. Par 3, (e1, e2, €3) est orthonormale, donc est une base orthonormale
de R3.

‘Une telle base B existe. ‘

b) f(es) =0et f(e1), f(e2) € Im f = Vect(ey, e2) : la troisieme colonne et la troisieme
ligne sont nulles.

Mats(f) =

o o Q
o s
o O O

c) La base étant orthonormale, a = (f(e1),e1) =0, d = (f(e2),e2) =0, et

c=(f(e1),e2) = —(e1, f(e2)) = 0.

‘a:dzo et c:—b.‘

0 b 0
d) Dans ce cas, la matrice est [ —b 0 0|, de la forme voulue avec a = b. Comme
0 00
dimKer f € {1,2,3} (question 2) et que le cas 2 est impossible, on a traité tous les
cas.
0 a O
Il existe toujours une base de R? dans laquelle Mat(f)=—-a 0 O
0 00
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Exercice 3

Exercice 3 — La variable Y = VX

X =& (%) : loi, espérance et simulation de Y = v/ X.

Corrigé — Exercice 3.

1. Simulation directe.
La loi £(1) correspond a lam = 1/2, donc & Pargument 2 :

X = rd.exponential(2)
Y = np.sqrt(X)

2. Loide Y.

a) Y >0.Pour y <0, Fy(y) =0; pour y >0, Fy(y) = P(X <y?) =1—e¥/2

0 siy <0,
1—e¥/2 siy > 0.

Fy(y) = {

b) Fy est continue sur R (en 0 : 1 — 1 = 0) et de classe C! sur R* : Y est & densité, et
en dérivant la ou Fy est dérivable :

fr(y) = ye—y2/2 siy >0, fy(y) = 0 sinon.

3. Espérance de Y.

a)

E(Z%) =V(Z)+E(Z)* = 1.

b) E(Z?) = \/%fjf; 22¢7%*/2dz = 1 (intégrale convergente), et la fonction inté-
grée est paire, donc f0+°° 2267712z converge et vaut \/TT’T Or 0+°° y fy(y)dy =
f0+°° y2e_y2/ 2dy (intégrale de fonction positive) : elle converge et

V2
Y admet une espérance et E(Y) = Tﬂ = \/Z

4. Simulation par la loi uniforme.

a) X est a valeurs dans R, donc e=*/2 €]0,1] et U € [0, 1] ; réciproquement, pour
u € [0,1], U = u lorsque X = —2In(1 —u) € R;.

UQ) =[0,1].
b) Pour u € [0, 1], la fonction & — 1 — e~%/2 étant strictement croissante :
Fy(u)=P(X < —-2In(1—-u)) =1-— eln(l-u) — u,

avec Fyy(u) =0siu<0et Fyy(u) =1siu> 1.

‘FU(u) =wusur [0,1] : U <—>L{([0,1[).‘

at



EDHEC (sujet final) — Mathématiques approfondies — 2018 G. Bignon

c) e X2 =1-U,donc X = 2In(1-U) et Y = /=2In(1 — U). Si V < U([0,1]),
—2In(1 —V) adonc laloide Y :

rd.random()

np.sqrt (-2 * np.log(l - U))

U
Y
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Probléme

Probléme — Processus de Poisson et dernier appel

Ny = P(At), densité de S,,, accroissements poissonniens, loi de I'instant R; du dernier appel
avant t.

Corrigé — Probléme.

1. L’instant 0.

Pendant D'intervalle [0, 0], de durée nulle, le central ne regoit aucun appel : Ny = 0.
Donc pp(0) =1 et p,(0) = 0 pour n > 1.

‘No suit la loi certaine égale a 0. ‘

2. Les fonctions f,.

a) fi(t) = xeMpo(t) + eMph(t) = eM(Apo(t) — Apo(t)) = 0 sur Dintervalle Ry : fj est
constante, égale a fp(0) = pp(0) = 1.

V>0, fot) =1

b) Pour n>1:

Fa() = e (Apa(t) + 0, (8)) = AeMpp_1(1), fa() = Mna(t).

c) i) fl(t) = )\(?f )7”17),1 , qui est aussi la dérivée de t — ()‘7';)”. La différence est de

dérivée nulle sur l'intervalle R, donc constante :

K EeR, V>0, fult)= 2 4K

n!

ii) Ent=0: K = f,(0) = p,(0) = 0. Par récurrence a partir de fy =1 :

(A8)"

VnEN, V20, fult) ="

3. Loi de V.

a)

(A8)"

Y
pat) = t n!

b) N, est a valeurs dans N et ses probabilités sont celles de la loi de Poisson :

(N, = P(\) (t>0).]

4. Instants d’appel.

a) Le premier appel survient apres t si et seulement si aucun appel n’est requ dans
[0,¢] : [S1 > t] = [N; = 0]. Donc P(S; > t) = e pour t >0, et S; > 0.

[S1>1=[N=0], S =EN)|
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b) De méme, le n-iéme appel survient apres ¢ si et seulement si au plus n — 1 appels
ont été regus dans [0, 1] :

[Sn >8] = [Ny <n—1].|

c) Pour ¢t >0, an(t):l—IP’(Nt<n—1)—1—Z" ! _)‘t()‘,f,) , et Fg (t) = 0 pour

t < 0. Fg, est continue sur R (elle vaut 0 en 0) et de classe C! sur R* ; pour t > 0,

n—1 k n—1 k—1 n—1
_ At) _ (At) e (AD)
FL (t) = de™ L—e Al A = e ML
o kg k! ;;1 (k—1)! (n—1)!
(somme télescopique).
nin—1

S, est a densité, de densité t —

(n— 1)167& (t>0), 0(t<0).

5. Accroissements.

On note D = Ny — N, nombre d’appels regus dans |u, t].

a) N, et D comptent les appels recus pendant les intervalles disjoints [0, u] et |u, t] ;
par hypothese :

‘Nu et Ny — N, sont indépendantes. ‘

b) [N = n] est la réunion disjointe des [V, =i N [D =n —1i], i € [0,n] (car N, et D
sont & valeurs dans N). Par indépendance :

c) Pourn =0:e™M=e™™P(D =0). Pour n = 1: Me ™™ = e P(D = 1) +
Aue Me A1) - oy

P(D=0)= e_)‘(t_“), P(D=1)=\t— u)e—k(t—u).

d) Récurrence forte : supposons la formule vraie pour 0,...,n —1 (n > 1). Par b) et
Qu)!\t—u)" ™t (A"

il(n—1i)! n!

la formule du binéme ;"

t (A o oA w) (At — )"’
Y (;') Np(p A Z Z('( t )!))
(

— e P(D = 1) + ef)\t(()‘t) At — U))n)_

n! n!

Donc e MP(D =n) = e—AtM :

n:

WneN, P(N;—N,=n)= 2= = WI" At—u)

6. Instant du dernier appel.

a)

’Rt est l'instant du dernier appel re¢u dans [0,¢] (0 s’il n’y en a aucun). ‘
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b) Avec le systeme complet ([Ny = n|)nen : sur [Ny = 0], R =0 < u ; sur [V; = n]
(n>1), Ry = S,. Par la formule des probabilités totales :

P(R; > u) = ZP ([Sn > u] N[Ny = n]).

c) D’apres 4.b, [S, > u] = [N, < n—1], et [N, < n—1]N[N; = n] est la réunion
disjointe des [N, =] N[Ny — N, =n—1i],0<i<n-—1:

+ocon—1

P(R; > u) = ZZ]P’ Ny, =i N[Ny — Ny, =n —1]).

n=1 =0

d) Pour u € [0,t[, d’apres 5.b et I'indépendance, la somme intérieure vaut P(N; =
n) — P(N, = n)P(D = 0). En sommant sur n > 1 :

P(R; > u) = (1 —e M) —e M1 — M) = 1 — o770,

Pour u = t, P(R; > t) = 0 = 1 — . Ainsi Fy(u) = e M=% sur [0,] ; comme
0 <R <t, F{(u) =0 pour u < 0 et Fy(u) =1 pour u > t.

0 siu <0,
Fi(u) = e gi0<u<t,
siu>t.

e) F; n’est pas continue en 0 (F;(0) = e~ > 0, limite & gauche 0) : P(R; = 0) =
e ™ > 0, donc Ry n’est pas & densité. Par ailleurs F} est continue sur ]0,t], donc
P(R; = u) = 0 pour tout u €]0,t] ; si R; était discréte, on aurait P(0 < R, <t) =
SSP(R; = u) =0, alors que P(0 < R, <t) =1—e > 0.

‘Rt n’est ni a densité, ni discrete. ‘




