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Notations. Pour r > 0,
A(r) = (an) e RN | Vk €N, Z lan|r" converge » ,
n>k

et
B(r) = {(an) e RN ‘ (anr™) converge vers O} .

Lorsque cela a un sens, on pose

+oo
falz) = Z anx™.
n=0

1 Premieres propriétés et premiers exemples

Thémes abordés : suites ; séries.

1. Soient x € [—r,7] et k € N. Pour tout n > k,
0 < lap|lz|" < |an|r™.

Comme a € A(r), la série >, |an|r" converge. Par comparaison, -, - [a,||z|" converge.

Sir <7’ etae€ A(r'), on applique le résultat précédent avec r’ et z = r. Pour tout k, la
série ), >y [an|r™ converge, donc

A(r') C A(r).

2. Supposons 0 < r <1’ et a € B(r’). Alors

anr™ = (an(r")") (r)n

T'/

Le premier facteur tend vers 0 et le second est borné par 1, donc a,r™ — 0. Ainsi

B(r') c B(r).

Sia € A(r), la série 3, 5 |an|r" converge. Son terme général tend donc vers 0, c’est-a-dire
|an|r™ — 0, puis a,r™ — 0. Ainsi
A(r) C B(r).

3. La suite nulle appartient a A(r). Soient a,c € A(r) et A\, u € R. Pour tout k € N et tout
n >k,
[Adn + pep|r™ < [Alfan|r™ + |p| [en|r™.

Les deux séries du membre de droite convergent. Par comparaison, Y~ | an + pcp|r™
converge. Donc

A(r) est un sous-espace vectoriel de RY.

4. a) Fixons k € N et posons

Pour n > 1,

— 0.

ugﬁal B (n+1)k+2 _Tl <1+1>k+1
A ="y = (1
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Il existe donc N tel que, pour n > N, un]:)—l < Suy,’. Par récurrence,

0<u® < UN

d’ou

En particulier, la suite (u%k)) est bornée : il existe M > 0 tel que u%’“) < M. Pourn >1,

rh uﬁf) M

nl — nkt2 = pEf2e

La série >~ n~(+2) converge, donc Y o>k T"/n! converge. Ainsi, pour tout r > 0,

= (Z)_ A

b) Pour 5(A) = (A"),
A" = ()™

Cette suite tend vers 0 exactement lorsque A\r < 1. Ainsi

B(A\) € B(r) <~ 0<r<§.

Par ailleurs, pour tout k,

DN = ()",

n>k n>k

qui est une série géométrique convergente exactement lorsque A\r < 1. Donc

B(A) € A(r) — 0<r<§.

5. Soient 0 < r < p et a € B(p). Fixons k € N. La suite (|a,|p") tend vers 0, donc elle est
bornée : il existe M > 0 tel que |a,|p" < M. Posons ¢ = r/p €]0, 1[. Alors

nFla, | < Mn¥Fq".

Comme

n+1kn+1 1 k
(RSN SN

le méme argument géométrique que dans la question précédente donne nF¢® — 0. En
particulier, pour k = 2, la suite (n2¢™) est bornée : n2¢™ < C. Ainsi

La série 3" 1/n? converge, donc Y. |a,|r™ converge, et il en est de méme de toute série
obtenue en supprimant un nombre fini de termes. Par conséquent

‘a € A(r) pour tout r €]0, p[. ‘
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2 Régularité de la fonction f,

Theémes abordés : fonctions d’une variable ; séries.

Dans cette partie, R > 0 et a € B(R).

6. Soit = €] — R, R[. Choisissons 7 tel que |z| < r < R. Par la question 2, a € B(r), puis par
la question 5, en choisissant un réel entre r et R, on obtient a € A(r). La série Y |ay|r™
converge et |apz™| < |a,|r™. Ainsi ) apz™ converge. Donc

fa est définie sur | — R, R]. ‘

7. a) Pour n =0, I'inégalité est immédiate. Pour n > 1,
n—1 )
(x+h)"—2"=h Z(az + h) g,
=0

Comme z et x + h appartiennent a [—7, 7],

n—1
|(x 4+ h)" — 2" < |h] Z = nr"71|h].

=0
Ainsi
|(x +h)" — 2" < m’"71|h].
b) Pour N € N,
N | N
Z an((x +h)" —2™)| < — Z n|an|r".
n=0 r n=0

D’apres la question 5, a € A(r); en outre la série Y nl|a,|r™ converge : on peut par
exemple choisir p €]r, R[, écrire

r n
nlap|r"™ = lan|p" n (,0> ,

et majorer ensuite le terme par une série de Riemann convergente comme a la question
5. En faisant tendre N vers +oo, on obtient

+o00
fale+B) = ful2)] < (1 ZM@M”) .

n=0

c) La constante entre parentheses ne dépend ni de x ni de h. Pour tout = € [—r, r|, lorsque
h — 0 avec  + h € [—r,r], le membre de droite tend vers 0. Ainsi f, est continue sur
[—r,r]. Tout point de | — R, R[ appartient & un tel segment avec r < R, donc

‘fa est continue sur | — R, R[‘

8. a) Soit p € [r, R[. Choisissons o €]p, R[. Puisque a € B(R) C B(0), la suite (a,o™) tend
vers 0. Or

o\"
napp” = (apo™)n () .
o
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Le second facteur tend vers 0 par le raisonnement de la question 5 ; le premier est borné.
Donc na,p™ — 0, soit (na,) € B(p). En appliquant les questions 6 et 7 a la suite (na,),

la fonction
+oo

T — Z napx"”

n=1

1

est définie et continue sur | — p, p[. Comme on peut choisir p entre |z| et R pour chaque
x €] —R,R],

g est définie et continue sur | — R, R|[. ‘

b) S, est polynomiale, donc de classe C! sur tout segment d’extrémités 0 et x. Le théoréme
fondamental de I’analyse donne

() — S (0) = /0 " S () dt.

Comme S,,(0) = ao,

Si(z) = ao +/Ox S (t) dt.

c¢) Pour |t| <,

+oo
ga(t) = Sp(t) = Y kayt"".
k=n+1

Sixz >0,

T r +oo 400
/(ga—s,g)(t)dt‘g/ S kol ldt < S klaglt.
0 0

k=n+1 k=n+1

Si z < 0, on écrit 'intégrale avec les bornes inversées et on obtient la méme majoration.
Ainsi

T +oo
/O(Qa(t)—S;(t))dt‘g 7 klag|r*.

k=n-+1

d) La série 3" k|ag|r* converge, donc son reste tend vers 0. D’aprés b) et c),

() — ap — /Ox ga() dt‘ 0.

Or S, (x) — fu(x). Par unicité de la limite,

ful@) = ap + /0 " alt) dt.

e) La fonction g, est continue sur | — R, R[. La fonction = — [ g4(t) dt est donc de classe
C! et sa dérivée est g,. Par d),

fa€CJ=R,R]) et f =g,

9. a) Pourn >k,

(n) ~nn—-1)---(n—k+1) <n7k
B k! — kD
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10.

Si a € A(r), choisissons p €|r, R[; comme a € B(R), la question 5 donne a € A(p).
Avec g =1/p < 1,

n _ 1
(k) |an|r™ ™ < W’“n\ﬂ" nkq".

La suite n*¢™ est bornée ; la convergence peut alors étre obtenue en la majorant, pour
n assez grand, par C/n?, comme 4 la question 5. On obtient la convergence de la série
demandée.

Réciproquement, si la propriété est vraie pour tout k, on prend k£ =0 :

> (3) antr™ = 3 lanlr”

n>0 n>0

converge, et donc toutes ses séries privées d’un nombre fini de termes convergent. Ainsi

a€ A(r) < VkeN, Z (Z) lan|r™"* converge.

n>k

La question 8 donne une premiere dérivation. Appliquons-la successivement aux suites
de coefficients obtenues. Pour k£ € N, la question a) assure la convergence absolue
nécessaire sur tout segment [—r,r] C] — R, R[. Une récurrence sur k donne alors

+o0
fcgk)(x) - Z n(n — 1) ce. (n —k+ 1)anxn—k'
n=~k
Comme
n(n—l)...(n—k—i—l)—k!(Z)7
on obtient

(k) X (n n—k
fa (ZL‘):k"Z k anT .

n=~k

Cette formule étant valable pour tout k, on a

fa €C¥(— R,R]).|

En prenant x = 0 et £ = n dans la formule précédente, tous les termes d’indice
strictement supérieur a n contiennent une puissance strictement positive de 0, tandis
que le terme d’indice n vaut nla,. Donc

20

n!

Ap —

D’apres la question 4, o € A(r) pour tout r > 0, donc f, est définie sur R. La fonction
exponentielle vérifie

+o0 xn
exp(x) = Z —
= n!
d’ou
falz) =€".

Toutes ses dérivées sont égales a elle-méme, donc

VkeN, f®a)=e.

6
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b) Pour |Az| < 1, la série géométrique donne

+00 1

folw) = 3 ()" = =

n=0

D’une part, la question 9 donne
+o0 +o0
@) =k (Z) AR = IR S (Z) (Az)" .
n=~k n==k

D’autre part, par dérivations successives,

(k) B EINE
fs @) = Gy

Comme ) > 0, on simplifie par kI\* :

X (n ek 1
Z <k>()\x) = m

n=~k

3 Une formule de réciprocité

Themes abordés : séries; fonctions d’une variable.

On suppose R > 1, a € B(R), a, >0, et

L’hypothese (H) affirme qu’il existe p > 1 tel que b,p" — 0.

11.  a) Nous montrons la formule par récurrence sur N. Pour N = 0,

fa(0) zfa(1>—/01 fé(t)dt:bg—/ol F1(t) dt.

La formule est donc vraie.
Supposons-la vraie au rang IN. Dans le reste, réalisons une intégration par parties sur

le segment [0, 1] avec
N
uy =S5 @ = 1),

Les fonctions u et v = féN) sont de classe C! sur [0, 1], et
N-1

0=

(N=1), @)=

Pour faire apparaitre le rang suivant, il est plus commode d’écrire, sur [0, 1], avec
tNJrl

N V() = fN (@),

u(t) =

que

/1 ﬁf(NH)(t)dt—b _/1 ﬂf(f\fﬁ)(t)dt
o NI”¢ = A 0(N+1)!a '
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On obtient donc, par récurrence,

1y vt [P v
fa(0) =D (=1)Pby + (—1) /oﬁf“ (t) dt.

p=0

b) Comme a, > 0, la formule de la question 9 montre que f(ENH)(t) >0 pourt € [0,1] et

que cette fonction est croissante sur [0, 1]. Ainsi

1 ¢N (N+1)(1) 1
< [ = (N+1)tdt<“7/ N dt.
0< 0 N!fa () - N! 0

Or fol tNdt =1/(N + 1), donc

fC(LN+1)(1)

(N+1)! bN+1.

0< /1 ﬁfUV+1>(1t) dt <
— 0 N! a —

L’hypothese (H) donne bN+1pN+1 — 0, donc en particulier b1 — 0. Par le théoreme
d’encadrement,

1 tN
lim —

(N+1) —
N—+0c0 Jo N'f (t)dt 0

a

c¢) Dans la formule de a), le reste tend vers 0. Les sommes partielles Zé\f:o(—l)pbp convergent
donc vers f,(0) = ap. Ainsi

—+00

ap = 3 (~1)Pb,.

p=0

12. Fixons s € N.

a) On applique exactement le procédé de la question 11 & la fonction fés). Les intégrations
par parties sont réalisées sur [0, 1] avec des fonctions de classe C! sur ce segment. On
obtient

(_1)N+1
N

1
f§p+8)(1) + / th(SN+S+1)(t) dt.
0

p

N
=3
p=0

b) Pour ¢ € [0, 1], la positivité des coefficients donne
0< fLSNJrerl)(t) < féN+s+1)(1)_

Donc
(N-i-s-i—l)(l)

Lo N (Nst) a
il s <de A7
’N!/o a0 A < T

En multipliant et divisant par (N + s+ 1)!pN*ts+1,

N+s+1

c¢) Le premier facteur du membre de droite est byisq1 pN*tstl qui tend vers 0 par (H).
De plus,
(N +s+1)!
— > = (N+2)(N+3)--- (N 1
o = W 48 (N st )
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est un produit de s facteurs, donc est majoré, pour N assez grand, par (2N)®. Par

croissances comparées,
S

Le second facteur tend donc vers 0. Par encadrement,

1 1
MH;AnAtNﬁN”“quza

d) Dans a),

[0 st (s,
p| - p‘ p+s — ©O- s pt+s-

Comme f(gs) (0) = slag, le passage a la limite donne

+o0
slag = s! Z(—l)p (p + S) bpts-
p=0

S

Apres simplification et changement d’indice n = p + s,

00 n
S

n=s

13. a) Comme a, =0 pour n >d+1,

d
falz) = Z anpx".
n=0

Donc

‘ fa est une fonction polynomiale de degré au plus d. ‘

b) Pour n > d+1, fén) = 0, donc b, = 0. Pour n’importe quel p > 1, la suite (b,p") est
nulle & partir d’un certain rang. Ainsi

‘ (H) est réalisée. ‘

c¢) La formule de la question 12 donne, pour s € [[0, d]],

+oo n
as = Z(—l)"5< )bn.

— S
n=s

Comme b, = 0 pour n > d,
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4 Applications aux variables aléatoires discretes

Thémes abordés : probabilités discrétes; espaces vectoriels.

Pour X a valeurs dans N, on pose

14. a)

15. a)

+o00
anp =P(X =n), Gx(x) = Z anz”™ = fo(x).
n=0

On a 0 < a, <1 et, puisque la série eri% an, = 1 converge, son terme général tend
vers 0. Ainsi a,1" — 0, donc
a € B(1).
Les questions 6 et 9, appliquées avec R = 1, montrent que G x est définie et de classe
C> sur | — 1,1[. On peut donc prendre R = 1, qui est bien supérieur ou égal a 1 :
3R>1, GxeC*(-RR|)|
Dire que X suit la loi de Poisson de parameétre 1 signifie ici
1
Vn € N, P(X=n)=¢ .
n!
Ainsi
1 =" 1
_ e
Gx(z)=¢e Z por)
n=0

Donc Gx est de classe C*° sur R et Gg?) () = e*~! pour tout s. Par conséquent

Gx(z)=e"1 et VseN, GP(1) =1

Ici

sl sl

Pour tout p > 1, la question 4 montre que p*/s! — 0; donc (H) est réalisée. La formule

de réciprocité donne
+o0 . AN
— _ -n _
an=2_(-1) (n)k:'
k=n
En posant j = k — n,

Ainsi

c’est-a-dire

‘X suit la loi de Poisson de parametre 1. ‘

16. On fixe p €]0,1[ et ¢ =1 — p.
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a)

Dire que X + 1 suit la loi géométrique de parametre p signifie
Vk € N*, P(X +1=k)=pg" L.

Ainsi, pour n € N,
an, =P(X =n) =pq".

Pour |z| < 1/g,
+00 p
G = "= :
x() pz_:(qw) e
n=0
Cette expression montre que Gx est de classe C* sur | — 1/¢,1/q[. Par dérivations
successives,
(), _  pslg®
Gx (¥) = Gt
Comme 1 — g = p,
st /q\*
Yy == () .
* p \p
Sip>1/2, alors ¢ =1—p < p, donc
11
p
On a
b _ fa(s)(l) :1<q>s
Toost p\p/
Choisissons p tel que
1<p< ]3,
q

ce qui est possible puisque ¢/p < 1. Alors

1 S
bsp® = — (qp) — 0.
p\p

L’hypothese (H) est donc réalisée. Pour n € N,

ay, = +f(—l)’“‘” (ﬁ); (;)k

k=n
Posons j = k — n. La formule de la question 10 b), utilisée avec Ax = —¢/p, donne
+ : ;
ZOO(—l)j n+j (QJ)] _ 1 =t
= n J\p/  (I+q/p)"*! ’

car p+ q = 1. Ainsi

Donc

et, par définition,

X + 1 suit la loi géométrique de parametre p.

11
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17. On suppose X () C [[0, d]].

a)

Pour s > 1,

HS($):$x(x—1)---(x—s+1)

est de degré s et son coefficient dominant vaut 1/s! # 0; Hy est de degré 0. Si

d
> AHs=0
s=0

et si m est le plus grand indice tel que A, # 0, le membre de gauche est de degré m,
contradiction. La famille est donc libre. Elle contient d + 1 éléments dans ’espace Poly,
de dimension d + 1. Ainsi

’ (Hy,...,H,) est une base de Poly. ‘

Pour P € Poly, les fonctions z — P(z + 1) et © — P(x) sont polynomiales de degré au
plus d, donc A(P) € Poly. Pour A\, u € R,

AP + uQ)(@) = AA(P)(2) + pA(Q)(x).

Donc

‘A est un endomorphisme de Poly. ‘

On a immédiatement A(Hp) = 0. Pour s > 1,

Hy(z+1) — Hy(z) = x(”_l)';!(:”””) (z+1) = (z —s+1)).

Le facteur entre parentheses vaut s, donc

z(x—1)--(x—s+2)
(s —1)!

A(Hy)(x) = = Hs_1(x).

Enfin Hs(0) = 0 pour s > 1. Ainsi

|A(Ho) =0, A(H)=H, 1 (s>1), Hy(0)=0(s>1).|

Ecrivons, dans la base précédente,

d
P = Z CjHj.
j=0
D’apres c),
d
AS(P) = chHj—s‘
j=s
En évaluant en 0, tous les termes avec j — s > 1 s’annulent et Hy(0) = 1. Donc
(A°P)(0) = cs.

Par conséquent
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e) On applique d) & P = e, ot ex(x) = 2. Pour tout n € N,

d
nP = [(A%(ex))(0)] Hy(n).
s=0
f) Comme X ne prend que les valeurs 0, ..., d,

d
E(X*) = Z nka,.
n=0

En utilisant e),

E(X*) = Zd:[(As(ek))(O)] Zd: Hy(n)an
o 5=0 n=0
mo = {30
donc

La question 9, évaluée en 1, donne

d
) =5 <Z> an,

donc la derniere somme vaut bs. Finalement

d

E(X") =D [(A%(er))(0)]bs.

s=0

g) Pour k =0, E(1) =1 et la formule précédente donne

Pour e (z) = =,
Donc

Pour es(x) = 7,
puis

Ainsi

Comme E(X?) = 3/2 et by = 1,

3
§:1+2b2, by =

13
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La formule de réciprocité finie de la question 13 donne

1
azzbzzz,
1 1
a1251—2b2:1—§:§,
et
=by—b1+b :1—1—1—1:1.
ao 0 1 2 1 1
Donc

: )_(1 1 1)
ap, a1,0a2) = 47274 .

Ce sont les probabilités de la loi binomiale de parameétres 2 et 1/2 :

1
X suit la loi binomiale de parameétres 2 et 3

14
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