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Les parties du sujet contenant des éléments n’étant plus au programme depuis 2022 ont été

adaptées pour convenir aux nouveauxr programmes de la filicre Mathématiques approfondies
en vigueur depuis 2023.
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Probléeme

Thémes abordés : Espaces vectoriels ; applications linéaires ; réduction ; fonctions d’une
variable ; intégrales ; intégrales généralisées ; variables a densité ; algebre bilinéaire ; suites ;
séries ; probabilités discretes ; Python

Le sujet est composé d’un unique probleme en cing parties, relativement indépendantes. La
partie A étudie des endomorphismes de polynémes et est indépendante du reste. Les parties B,
C et D étudient un opérateur fonctionnel ; certains résultats de la partie B seront utilisés dans
les parties C et D. La partie E étudie un analogue discret de cet opérateur et est indépendante
du reste.

Partie A — Etude d’un endomorphisme de polyndémes

Soit n un entier naturel non nul. On note R, [X] 'espace vectoriel des polynémes (ou fonctions
polynomiales) a coefficients réels de degré inférieur ou égal a n, et B = (1, X,..., X™) sa base
canonique.

Dans toute cette partie, a désigne un réel quelconque. Pour tout polynéme P de R,,[X], on pose
U, (P)=2P+ (X —a)P.

Pour tout polynoéme P de R, [X], on définit également la fonction ®,(P) sur R par

1 T
——5 | (t—a)P@)dt, z#a,
Vo € R, Oy (P)(z) = g(;)a)Z/“( )P (t)
2 7 T = a.

Enfin, pour tout k € {0,...,n}, on définit Qr = (X — a)*.
1) Montrer que 'application ¥, : P+ W, (P) est un endomorphisme de R,,[X].
2) Déterminer la matrice de ¥, dans la base B de R, [X].

3) a) Montrer que U, est diagonalisable et préciser ses valeurs propres.
b) Justifier que ¥, est un automorphisme de R, [X].
c) Calculer, pour tout k € {0,...,n}, ¥,(Qx).

d) En déduire une base de chacun des sous-espaces propres de ¥,,.

4) a) Pour tout polynéme P de R, [X], exprimer ((X —a)2P(X))" en fonction de W, (P).
b) En déduire, pour tout polynéme P de R,[X] : ®,(¥,(P)) = P.
c) En déduire que @, : P — ®,(P) est un automorphisme de R, [X] et que &, ! = ¥,.

d) Montrer que ®, est diagonalisable et préciser ses valeurs propres.
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Partie B — Etude d’une fonction définie par une intégrale

Dans la suite du probléme, on fixe a = 0 et on prolonge ’application ®g précédente & I’ensemble
des fonctions définies et continues sur R, que ’on note plus simplement &.

On considere f une fonction définie et continue sur R, & valeurs dans R, et

1 T
Vo € R, @(f)(x): E/O tf(t)dt, x #0,

f(20)7 z =0.

5) On pose, pour tout z € R, h(z) = / tf(t)de.
0

a) Justifier que h est de classe C! sur R et préciser h'(x).

b) Soit x € RY. Justifier qu’il existe a,, 8, € [0, 2] tels que

f(am>/0mtdt< /Omtf(t)dm f(ﬁw)/oztdt-

¢) En déduire lim M (0)

-0 22 2

h
d) Montrer que I'on a aussi lim (z) (0)

x—0 1:2 o 2
<0

6) Montrer que ®(f) est continue sur R, de classe C' sur R% et sur R* , et que

. 1
Ve eR*, (@) (x) = —(f(@) = 22(f)(x)).
7) a) Montrer que, si f est paire (respectivement impaire), alors ®(f) est paire (respectivement
impaire).

b) Montrer que, si f est positive, alors ®(f) est positive.
8) On admet le résultat suivant :
si lim f =0, alors im ®(f) = 0.
“+oo +00

a) Soit £ € R. En utilisant ®(g), ot g : x — f(x) — £, montrer

s . l
si Elol.}f =/, alors 1+1m®(f) =3

o0

b) Soit £ € R. En utilisant ®(h), ot h : z — f(—z), montrer

—0o0

si lim f =/, alors lim ®(f) = g
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Partie C — Une application en probabilité

Dans cette partie, on pourra utiliser des résultats de la partie B. On considere F' la fonction de
répartition d’une variable aléatoire a densité. On pose G = 2®(F'), ainsi
2 x
= | tF@#)dt, x#0,
{xQ | rwa oz

F(0), x=0.

Vx € R, G(z) =

9) Montrer :
VeeRY, 0<G(z)< F(z), Ve e R, 0< F(z) <G(z).

10) Justifier que G est de classe C' sur R* et R*, et exprimer G'(x), pour z € R*, a 'aide de =,
F(x) et G(z).

11) On considere g définie sur R par

_|G(=), x#0,
g(w)_{o, z=0.

Montrer que g est une densité de probabilité d’une variable aléatoire V', puis que G est la
fonction de répartition de V.

12) On définit h; sur R par

0, z <0,
() = {2:56_12 x > 0.

a) Montrer que hy est une densité de probabilité.

Soit X7 une variable aléatoire admettant hq pour densité.

b) Montrer que X; admet une espérance et que E(X;) =

ol

c) On note H; la fonction de répartition de X; et on pose Hy = 2®(H;). Montrer :

0, T
Vo € R, Hy(z) = 1 — o—2°
1=

N

0
, x>0.
22

D’apres la question 11, Ho est la fonction de répartition d’une variable aléatoire a densité,

notée X5. Déterminer une densité ho de X5, puis montrer que X5 admet une espérance
(que I'on ne cherche pas a calculer).

Partie D — Etude d’un espace vectoriel et d’un produit scalaire

On note E l’espace vectoriel des fonctions définies et continues sur R, a valeurs dans R, et F»

+o0o
Pensemble des fonctions f de F telles que / (f(z))?dz converge.
0

Pour toute fonction f de E, on note toujours ®(f) la fonction définie sur Ry par

1 x
— [ tf(t)dt, x>0,
VreRy,  B(f)() = ffg#

T, z = 0.
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—_

13) a) Justifier : V(z,y) € R?, |2y| < 5(.%2 +9?).

400
b) En déduire que, pour toutes fonctions f,g de Ea, I'intégrale / f(x)g(x) dx est absolu-
0

ment convergente.
14) Montrer alors que Es est un sous-espace vectoriel de E.
On considére l'application (-, -) de Es X Fy dans R définie par

+oo
V(f,g) € By x B, (f,g) = /0 F(2)g(x) da.

15) Montrer que (-, -) est un produit scalaire de Es.

On munit Ey de ce produit scalaire et de la norme associée || - ||.

16) Soit f une fonction de Ey. On note, comme dans la partie B, h(x / tf(t)
0

(h(2))* ., (B ( )2.

a) Calculer les limites en 0 des fonctions = — 7
x

b) Montrer, a l'aide d’une intégration par parties :

T 2
VX >0, /OX(hELA)) d:u:—1 X3 3/ f(2)®(f)(x) dz

c) Soit X > 0. En étudiant le signe de la fonction polynomiale

v [ @) + B()(@) de,

montrer 1'inégalité de Cauchy—Schwarz :

X X 1/2 x 1/2
/ f(x)@(f)(x)dw<</ (f(x))2dw> (/ (<I>(f)(x))2dx> .
0 0 0

d) En déduire :

1/2

VX >0, (/OX(<I>(f)(w))2dx> <§(/0X<f<x>>2dx>

2
e) Montrer alors que ®(f) appartient & Fs et que ||®(f)| < ngH

f) En utilisant la relation de la question 16.b, justifier que la limite de X + X (®(f)(X))?
en +oo est finie, puis, par I’absurde, montrer que cette limite est nulle.

2

(@), f)-

g) En déduire (/)] = 3
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Partie E — Etude d’une suite

Dans cette partie, indépendante des précédentes, on étudie un analogue discret de I'application ®.
Soit (up)nen+ une suite réelle positive. On définit (vy,)nen+ par
1 n
Vn € N* vy = ——— Y kuy.
’ " onn+1) kz::l b

17) On suppose que l'on dispose d’une fonction Python suite_u(n) qui prend en argument un
entier n € N* et renvoie la valeur de u,,. Ecrire une fonction Python suite_v(n) qui prend en
argument un entier n € N* et renvoie la valeur de vy,.

18) On suppose, dans cette question uniquement, que (u,)nen+ est décroissante.
a) Justifier que (up)nen+ converge.

b) Pour différentes suites décroissantes, on représente ci-dessous les premiers termes de
(uy) avec le symbole x et ceux de (v,) avec le symbole @. A la vue des graphes, quelles
conjectures peut-on faire sur la monotonie, la convergence et la valeur de la limite de
(vn,) en fonction de celle de (u,) ?

3,,
X
0.4 +
X
2,,
o 4 1
11 XXX x o oxx % x 02 o
o N
© 0 0o o o o o ® o
Q2 o
0 : ob—+ X ¥ Q 0 9 9 o
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
N 2
Cas ot Vn € N*, u,, = e/
Cas ou Vn € N*, u, =e™"
4 5 X
X
3 4 x X X X X X X X X
X
X
9 x X X X X X X Iy
? o 2 © 0 00 0o 0 o o o
1 © 0 0 0 0 0 0o o
0 t u t + t + t 1 t t 0 t u t + t + t 1 t t
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
. 6n + 1
Cas ou Vn € N*, u,, = ——
3n—1

Cas ou VYn € N*, u,, =4+ 5(0,2)"

c) Montrer, pour tout n € N* :

S Unp, ot < n+1 3n+1
Uy = — Vo, < ) U1 -
" N o0@n+1) " 4@n+1) MM

d) Montrer, pour tout n € N* :
1
(n + 2)“n+1 = NVp + Un+1, Un+1 — Un = ﬁ(unJrl - 2vn+1)-
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e) Démontrer toutes les conjectures faites a la question 18.b.

19) On suppose, dans cette question uniquement, que la série Z Uy, CONVErge.
n=1

a) Montrer :

N N
VN eN, > wv,=)> up— Noy.
n=1 k=1

b) En déduire que la série Z v converge.
n=>1

c) Montrer que Nvy tend vers une limite finie lorsque N tend vers +o0o, puis, par absurde,
montrer que cette limite est nulle.

+00 +oo
d) En déduire Z Uy = Z Up,.

n=1 n=1
20) On considére une variable aléatoire Y a valeurs dans N*.
a) Justifier qu’il existe une variable aléatoire Z, a valeurs dans N*, telle que
1 n
Vn € N* P(Z=n)=—— EP(Y = k).
nEN,  B(Z=n)= s S RR(Y = k)

k=1

b) On suppose que Y admet une espérance. Montrer

E(Y)

~Y
n—-+oo n2

P(Z =n)

La variable aléatoire Z admet-elle une espérance ?

G. Bignon Page 6 sur 6



	Problème
	Espaces vectoriels ; applications linéaires ; réduction ; fonctions d'une variable ; intégrales ; intégrales généralisées ; variables à densité ; algèbre bilinéaire ; suites ; séries ; probabilités discrètes ; Python


