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ECRICOME

Mathématiques approfondies

Corrigé du sujet adapté — 2020

Les questions et sous-questions conservent la numérotation de 1’énoncé adapté.

Exercice 1 — Polynomes de Tchebychev

Exercice 1 — Polynémes de Tchebychev

To=1,T1= X, Ty41 =2XT, — T,,—1 ; produit scalaire (P, Q) = Lll P\%)%g) dt et distance
de X" & Ry_1[X].

Corrigé — Exercice 1.
1. Premiéres propriétés.

a) Th=2X -X—-letT3=2X2X%2-1)—- X :

Ty =2X2-1, Ty = 4X3 — 3X.

b) Montrons par récurrence double que, pour tout n > 1, T), est de degré n et de
coefficient dominant 271, C’est vrai pour 77 = X et T = 2X? — 1. Si c’est vrai
aux rangs n — 1 et n (avec n > 2), alors 2XT,, est de degré n + 1, de coefficient
dominant 2- 2"t =2" et degT,,.1 =n—1<n+1; donc Toi1 =2XT, —Th—1
est de degré n + 1 et de coefficient dominant 2™.

Vn € N*, degT,, =n (coefficient dominant 2"~1).

c) Pour n € N, (Tp,...,T,) est une famille de polynoémes de R, [X] de degrés deux a
deux distincts (deg Ty = k, y compris pour k = 0) : elle est échelonnée en degré,
donc libre. Elle comporte n + 1 = dim R,,[X] éléments.

‘ (To, T4, ..., Ty) est une base de Rn[X].‘

2. Lien avec le cosinus.

a) On applique la formule rappelée avec a = (n+ 1)z et b=x:a+b= (n+ 2)z et
a—b = nx, donc

‘cos((n + 2)x) + cos(nz) = 2 cos(x) cos((n + 1)x). ‘

b) Fixons z € R et raisonnons par récurrence double sur n. On a Ty(cosz) = 1 =
cos(0-z) et Ty (cosz) = cosz. Si Ty, (cos x) = cos(nz) et Tp,41(cosx) = cos((n+1)z),
alors, d’apres la relation de récurrence et a),

Thy2(cosx) = 2cos(x) Ty1(cosx) — T (cosz) = 2 cos(z) cos((n + 1)x) — cos(nz),
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a)

b)

d)

Thy2(cosx) = cos((n + 2)x).

’Vn eN, VzeR, T,(cosx)=cos(nz). ‘

3. Un produit scalaire.

PH)Q(1)
V1-—+¢2

PQ est continue sur le segment [—1, 1], donc bornée par un réel M (théoréme des
bornes atteintes). Pour ¢ € [0,1[, V1 — 12 = /1 —ty/1+t > /1 —t, d’'on

La fonction g : t — est continue sur | — 1,1[. La fonction polynomiale

M
V-t
T _dt R EEI 1 _di
Or, pour z € [0,1], J; it 2—-2y/1—=x —7 2 : I'intégrale [, i converge.
Par comparaison d’intégrales de fonctions positives, fol |g| converge. De méme en
—1 (avec V1 — 2 > /T + ¢t sur | — 1,0]). L’intégrale est absolument convergente
donc

0<|g(t)] <

b P(t)Q(t)
L Vie®

D’apres a), application ¢ : (P, Q) — (P, Q) est bien définie.

« Symétrie : P(1)Q(t) = Q(¢)P(t), donc ¢(P,Q) = ¢(Q, P).
o Linéarité a gauche : pour p € R, par linéarité des intégrales convergentes,
(P14 uPa, Q) = p(P1,Q) + pp(Pe, Q) ; par symétrie, ¢ est bilinéaire.

o, P(t)? .
o Positivité : \/% > 0 et les bornes sont dans I'ordre croissant, donc ¢(P, P) > 0.

dt converge.

o Caractére défini : si (P, P) = 0, la fonction h : t — %

positive sur | — 1, 1], d’intégrale nulle. Si 'on avait h(tg) > 0 pour un ¢y €] —1,1],

est continue et

par continuité h > @ sur un segment [tg —n,to +n] C] — 1,1 avec n > 0, et
I'intégrale serait > nh(ty) > 0. Donc h = 0 sur | — 1, 1], et P admet une infinité
de racines : P = 0.

’ (+,+) est un produit scalaire sur R[X]. ‘

Soit n # m. Par la formule rappelée, cos(nz) cos(mz) = 3 (cos((n+m)z) + cos((n —

m)z)), avec n +m # 0 et n —m # 0. Pour k entier non nul, [ cos(kz)dz =
{Ln(m)r = 0. Donc
k 0 :

/ cos(nz) cos(mx) dx = 0.
0

La fonction x — cos z est de classe C! et réalise une bijection strictement décroissante
de 0, 7| sur | — 1,1[. Pour = €]0,7[, sinz > 0 donc v1—cos?z = sinz. Le
changement de variable ¢ = cosx montre que 'intégrale (T,,,7,,) est de méme
nature que (donc convergente comme)

0 T, (cos 2) T, '
/ (cos x) (cos2) (—sinz)dr = / Ty(cos x)Tin(cos z) dz,
- sinx 0

et lui est égale. D’apres 2.b et ¢) :

(T, T = /0 " cos(na) cos(ma) dz,  [(Tn, D) =0 (n#m).|
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e) Deméme, ||T,]|? = [y cos?(nz)dz. Pour n = 0, on obtient 7. Pour n > 1, cos®(nx) =
%(Qm) et [ cos(2nz)dz =0, d’ou

1Tl =5 (n>1), |To|*=m.

T
2

f) La famille (Tp,...,T),) est orthogonale (d)) ; en normalisant, la famille

est orthonormée, donc libre, et compte n + 1 = dim R,,[X] vecteurs.

<\/1ET0’ \/ng, A \/zTn> est une base orthonormée de R, [X].

4. Distance de X" a R,,_1[X].

Notons ej, = % ; (eo,...,ey) est une base orthonormée de R,,[X] (question 3.f).

a) Dans une base orthonormée, les coordonnées d'un vecteur sont ses produits scalaires

avec les vecteurs de la base : X™ = Y"1 _ (X", eg)ex. Comme (X", eg)ey, = %Tk,

n
<Xn7Tk>
X" = -
2. TP

k=0

.

b) Posons p = Zz;é ()II(;;%>T’“ € R,,—1[X], de sorte que X" —p = %Tn. Comme

R, —1[X] = Vect(To,...,Tp-1) et T,, L Ty pour k < n, X™ — p est orthogonal &
Ry,—1[X]. Pour P € R,,_1[X], p— P € R,,_1[X], et par le théoréme de Pythagore,
|X™ = P|> = | X" = pl* + [p— P|I> > | X" — plf?,

avec égalité pour P = p. La borne inférieure est donc atteinte en p :

(X", T)

| (X", T)
Toll, dy = 2o/l
HTn||2 || TL” n

dn = || X" = pl| =
" 1Tl

c) Tp = 2X? — 1 donne X? = LT, + 1Ty, donc (X2, Ty) = L[| 12> + 1(Tp, Tn) = .
Ainsi

/4 V2

~[%
)
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Exercice 2 — Ordre de convergence d’une série

Exercice 2 — Restes successifs

. _ 1 _ 1 _ (=pn
Rin = pon Uk Rpn =2 ksn Rp—1k ; exemples u, = ray Un = o, Up = —(n+)1 .

Corrigé — Exercice 2.
1. Cas u, = 1/n".

a) D’apres le critére de Riemann,

1 . .
Z — converge si et seulement si o > 1.
n>1

b) Comme a > 1> 0, la fonction ¢ +— 5 est décroissante sur R’ . Pour k£ > 2 :

e pour t € [k k+1], & < & ; en intégrant sur [k, k + 1] (de longueur 1),

k+1 dt
f toc S koc 7

e pour t € [k — 1,k] (inclus dans R car k > 2), t% > kav d’ou fk 13 dt > ra

/k+1 d 1 /k dt

< —< —.

k ke E—1 ¢

c) Soit n > 1 et N > n. En sommant b) pour k € [n+ 1, N] (on a bien k > 2) et par
la relation de Chasles :

N+1 gy N N qt
e s W
n+l1 k=n+1 n

Pour 0 < a < b, fbdizﬁ@al_

b — 400 ; en faisant tendre N vers +oo :

T — o 1) Commea—1>0ba1%0quand

1 1
< < ———m—.
(@ —1)(n+1)e-1 = Fin < (a — 1)ne-1

d) En multipliant par (o — 1)n®1 >0 :

n a—1
< (o — 1)1 <
<n+ 1) <(a—=1)n"""Ri, <L

Comme HLH — 1, le membre de gauche tend vers 1 ; par encadrement, (o —

1)n°"1R17n —1:

1
B n—stoo (a — 1)po—1l”

e) Les Ry, sont positifs et, d’apres d), Ry ~ ﬁ na ——. Par comparaison de séries a

termes positifs et le critere de Riemann, ) | Ry, converge si et seulement si « —1 > 1.

Zun converge a l'ordre 2 <— a > 2.
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)

a)

b)

d)

On peut conjecturer que Ry, ~ % (avec Cp > 0) tant que o > p, ce qui conduit

N

a :

la série Z n% converge a ’ordre p si et seulement si a > p.

Elle converge donc exactement aux ordres p entiers tels que p < « (le plus grand
ordre étant le plus grand entier strictement inférieur a «).

2. Cas u, =1/n".

Pour n > 2, n™ > 2" donc 0 < u,, < 2%, terme général d’'une série géométrique

convergente. Par comparaison de séries & termes positifs,

E U, converge.
n>1

Pour k > 3, k¥ > 3% donc 0 < uy, < 3% Pour n > 2, tous les indices k > n + 1
vérifient £ > 3, donc

—i_zo:o —io . ! ! !
) +1 _ 1 .
k=n+1 k=n+1 3 3" 1 3 23"
1
VTLZQ, 0§R17n§2_3n'

n
D’apres b), pour n > 2, 0 < Ry, < %(%) : par comparaison avec une série
géométrique convergente, ) Ry, converge, c’est-a-dire que  u, converge a l'ordre
2. Pour n > 1, les indices k > n + 1 vérifient £ > 2, donc

_ = _1 e R | _ _ 1 -
0_R2,n_k2 Ry <5 > F =5 5 0< Rop < 7 (2 1)

Montrons par récurrence sur p > 1 la propriété H, : « > u, converge a 'ordre p et,
pour tout n > 2,0 < Ry, < ﬁ ». "1 est la question b). Supposons H,. Alors

n
0<R,, < 2% (%) pour n > 2, donc ) R, , converge par comparaison : la série

converge a 'ordre p + 1. Pour n > 2, les indices £ > n + 1 sont > 2 et

0<R Jio R < 1 Jio L 1 1 1
> Nptin = k> 50 2% op ] = lan’
k=n+1 2 k=n+1 3 2 2-3" 2rgn

ce qui établit Hy1.

- 1
Vp > 1, Zun converge a l'ordre pet Vn > 2, 0 < R, , < % 3

Pour n > 2, d) avec p =n donne 0 < R, ,, < ﬁ = 6%. Par comparaison avec une
série géométrique convergente,

E R, ,, converge.

n>1
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3. Cas u, = (—1)"/(n+1).

a) Pourt €[0,1],0 < t ; < t". Par croissance de I'intégrale,

t" 1 1
0< 7/ t" dt = E—
1+t 0 n+1 n—too

0.

Par encadrement,

1 n

dt = 0.

lim
n—+oo Jg 141

b) Par linéarité de l'intégrale et somme géométrique de raison —t # 1 :

Sw= 3 [ [ Seoras [

ol L dt L (—)N+1
Zun:/ 7—/ 7( ) dt.
= o 1+t Jo 1+t

c) ‘fol (7?:? dt‘ < [} ti\f; dt — 0 d’apres a). Donc ) u,, converge, de somme [

In2. Pour n > 0,

1 dt _
T+t —

: ey
Rip,=In2-S uy, R :/ .
1n kz:% 1n 0 1+¢

d) Montrons par récurrence sur p > 1 : « > u, converge a l'ordre p et Vn > 0,

Ry, = 01 ((1’2 77 dt ». Le cas p = 1 est ¢). Supposons la propriété vraie au rang p
et fixons n > 0. Pour N > n, par linéarité et somme géométrique :

N 1 1 N _— 1 (_t)n—l-p—l—l _ (_t)N+p+1
Z Rp,k:/o m Z (_t)k-i- dt_/o (1—i—t)p+1 dt.

k=n+1 k=n+1

1 (=p)N+ett N+p+1 1
Or ‘ (1+t erl dt‘ < f t p dt - m

(la série converge a 'ordre p + 1) et

1 (7t)n+p+1
n= ———dt.
Rp—‘rl, /0 (1 n t)p+1

— 0. Donc la série ), R, converge

1 (_t)n—HD
Vp > 1, Z uy, converge a l'ordre p et Vn >0, R, , = /

- dt.
0o (1+t)P

6
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Probléme — Processus de Poisson

Probléme — Partie A — Définition par les X

Xk — £(A) indépendantes, S, = X1+ -+ X,,, Ny =sup{n € N, S,, <t}.

Corrigé — Probléme.
On peut supposer les X a valeurs dans R, de sorte que la suite (S),) est croissante.
1. Loi de [N; = 0].
Si S1 > t, alors S, > S; > ¢ pour tout n > 1, donc {n € N, S,, <t} ={0} et Ny =0.

Réciproquement, si N; = 0, alors 1 n’appartient pas a cet ensemble, donc S; > t. Ainsi
[Ny =0] = [X1 > t] et

P(N; =0) = P(X; > t) = e M.

2. Lien avec la loi ~(1).
La loi y(1) a pour densité u — e~ sur Ry (nulle sur R*) : c’est la loi £(1), de fonction
de répartition F'(y) =1 —e ¥ pour y > 0 et F(y) =0 pour y < 0.
e SiX =5 EN),poury e R, PAX <y)=P(X <y/A),quivaut 1 —e ¥siy>0et0
sinon : AX a la fonction de répartition de ~(1).
e SiAX < (1), pour z € R, P(X < 2) =P(AX < A\z), qui vaut 1 — e si z >0 et
0 sinon : X < E(A).

La fonction de répartition caractérisant la loi :

(X = E()) <= AX < 7(1).|

3. Densité de \S,.

un—l

(n—1)!

~v(n)). Montrons par récurrence que f;, est une densité de \S,.

Pour n > 1, notons f,(u) = e ™ siu>0, fo(u) = 0 sinon (densité de la loi

Pour n = 1, c’est la question 2. Supposons le résultat au rang n. On a AS,+1 =
ASp + AX 41, ot ASy, et AX,,4+1 sont indépendantes (lemme des coalitions), de densités
fn et f1, et fi est bornée par 1. D’apres le théoreme de convolution, AS,+1 admet pour
densité g(x) = [T° f,(u) f1(z — u) du. L'intégrande est nul sauf si u > 0 et  — u > 0.
Donc g(z) =0 si <0, et pour x > 0,

x n—1 nix n
_ U —u —(x—u) AT |:U,:| _ [ _
g(x) /0 (n— 1)!6 e du=e pr Mo e fry1(z).

n—1
AS,, admet pour densité u +—

meful]oﬂroo[(u) (ASp, = v(n)).

4. Comparaison de [N; > n] et [S, < {].
Soit t > 0 et n € N.

o Si Ny(w) > n, 'ensemble {k, Si(w) <t} est fini, de plus grand élément Ny (w) > n ;
comme (Sy(w)) est croissante, Sy (w) < Sy, () (w) < t. Donce [Ny > n] C [S, <.
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o SiSp(w) <tetsi Ny(w)# —1, alors n appartient & I’ensemble fini {k, Si(w) < t},
donc N¢(w) > n. Ainsi [S,, < t] C [Ny > n]U [N, = —1].

Montrons que P(/V; = —1) = 0. Par croissance de (Sk), 'ensemble {k, Si <t} est infini
si et seulement si Sy, <t pour tout k : [Ny = —1] = (;>1[Sk < t], intersection d'une
suite décroissante d’événements. Par le théoreme de la limite monotone et la question 3,

At k-1
P(N;=—1) = lim P(AS, < At) = lim

—u g
k——+o0 k—4o0 Jo (k‘ — 1)'6 b

et, comme e % < 1,

At uk—l ()\t)k
< Uy < N
0—/0 Goni® ST o

par croissances comparées. Donc P(N; = —1) =0, et :

[Ny > n] C [Sp <t] C [Ny >n]U[Ny = —1], avec P(N; = —1) =0,
donc P(Ny > n) =P(S, <t).

5. Expression de P(N; = n).
Pour n > 1, [Ny > n+ 1] C [Ny > n] et [Ny =n] =[Ny > n]\ [Ny > n+ 1]. D’apres 4 et

3,
At un—l At 0
_ _ —u N Y —u
P(Nt—n)—/o (n—l)!e du /0 e du.
6. Loi de V.
On intégre par parties la seconde intégrale avec a(u) = Q:L—:L et b(u) = —e™ ¥, de classe C*
sur le segment [0, \t], de dérivées a’(u) = % et V'(u) =e™"
At u™ u” At A\t un—l ()\t)" At un71

Z e ldu= |——eU / Uy = — -t / —U o

/0 PR [ ot ]0+0 (n—l)!e “ nl © +0 (n—l)!e b

En reportant dans 5 :

At)"
VneN*, P(N,=n)= ()" —x¢.

n!

Avec la question 1 (cas n =0) et P(N; =—1) =0

7. Simulations.

a) S, est la somme de n réalisations indépendantes de la loi £(\) :
def simulation_S(n, lam):
X = rd.exponential(l/lam, n) # n realisations independantes
return np.sum(X)
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b) On ajoute des durées exponentielles tant que la somme reste inférieure ou égale a t,
en comptant le nombre de termes ajoutés :
def simulation_N(t, lam):

n=20
S = rd.exponential(1/lam) #S =281
while S <= t:
n=n-+1 #S n<=t
S = S + rd.exponential(1/lam)
return n

¢) On ajoute a la liste chaque S,, tant qu’il est inférieur ou égal a ¢, puis on passe a
Sn+1 =S, + Xn—H :
def evolution_S(t, lam):
L=1[
S = rd.exponential(1/lam)
while S <= t:

L =1L+ [S]
S = S + rd.exponential(1/lam)
return L

d) Avec S[i]= S;y1, il faut tracer, pour i € [0,n — 2], le segment horizontal joignant
(Sit1,7+1) & (Sit2,i+1), car Ny = i+1 pour t € [Sit1, Sit+2[. Les autres propositions
ne conviennent pas : ii et iv mélangent indices et instants, et iii, qui utilise S[i-1],
trace pour i = 0 un segment issu de S[-1] (dernier élément de la liste) et ne trace
jamais le dernier palier.

Instruction i : plt.plot([S[i], S[i+1]]1, [i+1, i+1]). ‘

e) Sur le tracé, les sauts ont lieu aux instants S; ~ 0,5, So ~ 2, S5 ~ 2,8, Sy =~ 3,6,
S5 ~ 4,3. Comme S3 <32< Sget S5<55:

)

\N372:3, Nss5=5,  Syr~2, X4:S4—53%3,6—2,8:0,8.‘




ECRICOME — Mathématiques approfondies — 2020 G. Bignon

Probleme — Partie B — Définition par (Nt)t€R+

Hypotheses (Hy)—(Hy) ; détermination de pg, puis de p,(t) = P(N; = n).

Corrigé — Probléme.
8. Propriétés élémentaires.

a) D’apres (Hy), No=0:
po(0) = 1.

b) D’apres (Hs), Niyp — Ny a méme loi que Ny, qui est a valeurs dans N (H;). Donc

\IP(NM — Ny >0)=P(N, > 0) = 1.\

9. Détermination de pg.

a) Notons D = Npyp, — Ny, a valeurs entiéres. On a [Ny = 0] N [D = 0] C [Nyyp, = 0].
Réciproquement, si Nyyp = 0 et D > 0, comme N; > 0, la relation Ny +D =0
impose Ny = D = 0: [Ny, = 0] C ([Nt = 0]N[D = 0])U[D < 0], avec P(D < 0) =0
(question 8.b). Donc, par indépendance de N, et D et égalité des lois de D et Ny,
(Hs),

po(t+h) =P([N; =0]N[D =0]) =P(N, = 0)P(D = 0),

[po(t + 1) = po(t)po(h). |

b) Comme 0 < pg(h) <1, a) donne po(t + h) < po(t) : po est décroissante.

po ne s’annule pas. Supposons po(typ) = 0 pour un tg > 0. D’apres a), po(ty) =
po(to/2)2, donc po(tg/2) = 0, puis par récurrence po(to/2%) = 0 pour tout k. Pour
5> 0, il existe k tel que tp/2" < s, et par décroissance po(s) = 0. Soit alors h > 0
cavec D = Nop — Np, de méme loi que N, et donc presque stirement > 1, on a
P(N,>1)=1et P(D >1) =1, dou P(Ngp, > 2) > P([N, >1]N[D >1]) = 1.
Ainsi ]P(N;Zﬂ) = 5~ — +00 quand h — 07, ce qui contredit (Hy). Donc po(t) >0
pour tout ¢ > 0.

Stricte décroissance. Pour t > 0 et h > 0, (Hz) donne po(h) < 1 et po(t) > 0, donc

po(t +h) = po(t)po(h) < po(t).

‘ po est strictement décroissante sur Ry (et & valeurs dans 0, 1])‘

c) Par récurrence sur n : po(0 - s) = po(0) = 1 = po(s)?, et si po(ns) = po(s)™, alors
po((n+1)s) = po(ns)po(s) = po(s)"*! d’apres a). Ainsi

‘Vn eN, Vs e Ry, po(ns) = (po(s))".‘

Soit m € N, n € N* et s = 2. Alors po(m) = po(ns) = po(s)™ et po(m) = po(m-1) =
po(1)™. Comme po(s) > 0, po(s) = (pg(l)m)l/n :

m

Po(*) = (po(1))™/".

n

10



ECRICOME — Mathématiques approfondies — 2020 G. Bignon

d) D’apres b), 0 < po(1) < pp(0) =1, donc A = —Inpg(1) est bien un réel strictement
positif. Par c), pour tout rationnel r > 0, po(r) = e~*". Comme u,, — ¢t > 0, on a
uy > 0 a partir d’un certain rang, et par décroissance de pg :

e = po(vn) < po(t) < poluy) = e n,

Par continuité de 1’exponentielle, les deux bornes tendent vers e~ : par encadre-
ment,

po(t) =e

Cette formule vaut aussi pour t = 0.

10. Loi de V.

a) e M =1—-\h+o(h):

po(h) o 1 — Ah +o(h).

b) Comme Nj(£2) C N, les événements [N}, = 0], [N, = 1], [N}, > 2] sont deux & deux
incompatibles et de réunion €2 : ils forment un systéme complet d’événements. Donc
po(h) + p1(h) + P(N, 2 2) =1 et, par (Hy) et a),

pr(h) = 1= po(h) — B(Ny > 2) = N+ oh) — o), [p1(k) = Mo+ o(h).

¢) Notons D' = Ny p, — N, : d’apres (Hs) (appliquée aux réels h et t), D’ est indépen-
dante de N}, et a méme loi que N;. Par la formule des probabilités totales avec le
systeme complet ([Ny, = 0], [Ny, = 1], [N}, > 2]) :
Palt+h) = PNy = 0] N [D' = n]) + P([Ny = 1] N [D = n — 1))
+ P([Np, > 2] N [Negn, = n)).

Par indépendance, les deux premiers termes valent po(h)py(t) et p1(h)pn—1(t) ; le
troisiéme est compris entre 0 et P(Ny > 2) = o(h).

pn(t + h) th pO(h)pn(t) +p1 (h)pn—l(t) + O(h)

On note que le terme o(h) est majoré par P(IN, > 2), indépendamment de ¢.
d) D’apres c), a) et b), et comme 0 < p,(t), pp—1(t) < 1:

pu(t+h) —pu(t) = (po(h) — Dpn(t) + p1(h)pa—1(t) + o(h)
= _)\hpn<t) + )‘hpn—l(t) + O(h),

pn(t —+ h) _pn(t) —
h h—0

Ainsi p,, est dérivable & droite en tout ¢t > 0, de dérivée a droite A(pn—1(t) — pn(t)).
Pour ¢t > 0 et 0 < h <t, la question c) appliquée en t — h donne de méme

Pn(t) — pn(t —h) = (po(h) — 1)pp(t — h) + p1(h)pp—1(t — h) + O(P(N, > 2)),

Pn(t)—pn(t—h)
h

Apa1(8) = palt)) + o(1).

ce qui montre d’abord que p,(t —h) — py(t) (pour tout n), puis que
A(Pr—1(t) — pn(t)). Donc p,, est dérivable en t et

PL(t) = A(pn-1(t) — pa(1))

(dérivée a droite en t = 0). Pour n = 0, pj(t) = —Apo(t).

—
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€) ¢ est dérivable comme produit de fonctions dérivables, et pour n > 1,

@ (t) = AP (t) + A (Pn-1(t) = pa(t)) = AeMp-1 (1), an(t) = Agn—1(2)-

f) Pour n=0: qo(t) =eMe M =1= (’\(ﬁ)o. Supposons ¢, (s) = (’\;!)n pour tout s > 0.
Alors q),,1(s) = /\% est continue sur [0,¢], et gn+1(0) = pry1(0) = P(Ny =
n+1) =0 (H;). Donc

to(As)™ ()t
m+1(t) = gn+1(0 A ds = ———.
e (t) = gun(0) + [ NS ds = s
)"
VneN, gy(t)= ( ') .
n!

g) Pour tout n € N, P(N; = n) = e Mg, (t) = e M2 .

n!

(N, = P(\) (t>0)]

On retrouve la loi obtenue dans la partie A.

Les instants de saut.

Comme I’énoncé y invite, on raisonne sur les trajectoires t — N¢(w), que l'on considére
croissantes (question 8.b), continues a droite et progressant par sauts d’une unité,
comme dans la figure 1.

a) L’ensemble {t € Ry, N; = 0} contient 0 (car Ny = 0) et est inclus dans R} ; sa
borne inférieure est donc son plus petit élément 0.

b) Si Ni(w) = 0, par croissance Ns(w) = 0 pour s € [0,t], et par continuité a droite
Ng(w) = 0 sur un intervalle [¢t,t + ¢[ : donc Si(w) > t+e > t. Si Ni(w) > 1, la
trajectoire, partie de 0 et progressant par sauts d’une unité, prend la valeur 1 en
un instant s < ¢, donc Si(w) < ¢.

151> 1] =[N, = 0]. |

c) Par b) et la question 9.d,

P(S; <t)=1-P(N;=0)=1—¢ ™,

d) S; >0, donc P(S; <t) =0 pour ¢t < 0, et c¢) donne P(S; <t) =1 —e ™ pour
t > 0 : c’est la fonction de répartition de la loi exponentielle de parameétre A, qui
caractérise la loi.

e) Soit t > 0 et m = Ny(w). Pour n < m, la trajectoire passe par toutes les valeurs
entieres de 0 & m (sauts d’une unité) : elle prend la valeur n en un instant s < ¢,
donc S, (w) < t. Pour n > m, par croissance Ng(w) < m < n pour s < t, et par
continuité a droite Ng(w) = m sur un intervalle [t,t + €[ ; donc Sy, (w) >t +¢e > t.
Ainsi {n e N| S,, <t} =[0,m] :

‘vt€R+7 Nt:sup{nEN\SnSt}.‘

Les deux définitions du processus de Poisson sont donc cohérentes.



