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Exercice 1

Theémes abordés : fonctions de plusieurs variables

Soit f la fonction définie par
Va,y.2) RS, f(z,y,2) = 2T,
1) Montrer que f est de classe C? sur R3.

2) Déterminer le seul point critique A de f.

3) a) Calculer les valeurs des dérivées partielles d’ordre 2 de f en A.

b) Former la hessienne de f au point A et vérifier qu’elle est diagonale. Montrer que f
présente un minimum local en A. Préciser la valeur de ce minimum.

4) a) Montrer que, pour tout (z,y, z) de R3, f(z,y,z) > ze®.

b) Que peut-on en déduire pour le minimum de f trouvé a la question 3.b) ?

5) On souhaite étudier les extrema de f sous la contrainte linéaire
r=1,

(@) :
z+y=0.

Montrer que, sous la contrainte (C), f présente un minimum global. Déterminer le point ou il
est atteint et sa valeur.

6) On souhaite maintenant étudier les extrema de f sous la contrainte
(C): z(P+224+1)=1.

Montrer que f posséde un maximum global sous la contrainte (C”). En quel point est-il atteint
? Quelle est sa valeur ?

Exercice 2

Themes abordés : variables a densité ; convergences de variables ; estimations ; Python

On désigne par n un entier naturel supérieur ou égal a 2.

Soit X une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur le segment [0, 6], ot 6 désigne un réel
strictement positif.

Résultat admis

Lemme de Slutsky. Si (U,,) converge en loi vers une variable aléatoire U et si (V},) converge
en probabilité vers une constante c, alors

U, +V, 5 U+c e UV, 5 U

En particulier, si (a,) est une suite réelle convergeant vers a, alors a,U, converge en loi vers

aU.
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1) On note f une densité de X, F' sa fonction de répartition, E(X) son espérance et V(X) sa
variance.

a) Rappeler expression explicite de F'(x) en fonction de x et 6.

b) Donner les valeurs de E(X) et V(X).

Dans la suite, on suppose que le réel 0 est inconnu et on en propose deux estimateurs. Pour
construire ces estimateurs, on dispose d’un échantillon (X,...,X,,) de la loi de X, ce qui
signifie que X1,..., X, sont n variables aléatoires définies sur le méme espace probabilisé
(Q, A, P), mutuellement indépendantes et de méme loi que X.

2) On pose Y,, = max(Xy,...,X,) et on admet que Y;, est une variable aléatoire, elle aussi définie

sur (92, A, P).

a) On rappelle que la fonction numpy.random.uniform(a,b,n) simule, en Python, n va-
riables aléatoires indépendantes suivant la loi uniforme sur [a, b]. Ecrire des instructions
Python permettant de saisir les valeurs de n et de 6, puis de simuler Y,.

b) On note F), la fonction de répartition de Y,,. Pour tout réel x, écrire F,,(x) a 'aide de
F(z), puis déterminer explicitement F,(x).

c) En déduire que Y,, est une variable aléatoire & densité, puis donner une densité f,, de Y.

d) Montrer que Y;, est un estimateur asymptotiquement sans biais de 6.

1 ,\
3) On pose maintenant Z, = — > ; X;. Déterminer E(Z,) puis proposer un estimateur Z,,
n

construit de facon affine a partir de Z,, qui soit un estimateur sans biais de 6.

Données

On dit qu’un estimateur 7,, de 8 est d’ordre de convergence o > 0 lorsque la suite

(na (Tn - 9))n€N*

converge en loi vers une variable aléatoire qui n’est pas quasi sirement nulle.

4) Déduire du lemme de Slutsky 1'unicité de 1'ordre de convergence d’un estimateur. On pourra
raisonner par I’absurde en supposant qu’un estimateur 7}, de 6 possede deux ordres distincts,
a et B, avec par exemple 0 < o < .

5) On considére, dans cette question, une variable aléatoire T suivant la loi exponentielle de

1
parametre 7] et on pose Y = —T'. Déterminer la fonction de répartition, que ’on notera Fy,
deY.

6) a) Justifier que, pour tout réel x positif ou nul, on a P(n(Y,, —0) <z) =1.

b) Montrer que, pour tout réel = strictement négatif et pour tout entier naturel n supérieur
x

é—g,ona

P(n(Y, —0) <z) = <1 + 59)”

c) Etablir enfin que n(Y;, — 6) converge en loi vers la variable aléatoire Y. Conclure quant &
I’ordre de convergence de Y,,.
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1 _
7) a) Justifier que Z,, = — >, 2X;, ou Z,, est 'estimateur présenté a la question 3.
n

b) On pose

—~ %

7, —E(2X

V(2X)
En appliquant le théoréme limite central & la suite de variables aléatoires (2X,,)nen,
montrer que Zn* converge en loi vers une variable aléatoire Z dont on précisera la loi.

c) Vérifier que

7 =7 0)

— 92
et en déduire que \/n(Z, — ) converge en loi vers une variable aléatoire de loi N (0, 3> .

Donner 'ordre de convergence de Z,,.

Exercice 3

Thémes abordés : espaces vectoriels ; applications linéaires ; réduction

Dans tout I’exercice, on désigne par E un R-espace vectoriel de dimension n (n > 2), on note Id
I’endomorphisme identité de E et 8 '’endomorphisme nul de E. Pour tout endomorphisme f de
E, on appelle trace de f le réel, noté Tr(f), égal a la trace de n’importe laquelle des matrices
représentant f.

On admet que Papplication trace, ainsi définie, est une forme linéaire sur £(FE).

Partie I — Préliminaires

1) On considére un projecteur p de F, c’est-a-dire un endomorphisme de E tel que pop = p.
a) Montrer que E = ker(p) ® Im(p).
b) Etablir que Im(p) = ker(Id —p).
¢) En déduire que p est diagonalisable et que

rg(p) = Tr(p).

2) Montrer par récurrence sur k (k € N*) que, si E1, ..., E} sont des sous-espaces vectoriels de
FE, alors
dim(E; + -+ + Ey) < dim(Eq) + - - - + dim(E}).

Partie IT — Condition nécessaire et suffisante pour qu’une somme de
projecteurs soit un projecteur

Soit un entier naturel k£ supérieur ou égal a 2. On considere des projecteurs de E, notés py, ..., Dk,
et on note g = p1 + - - + k-
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3) Montrer que si, pour tout couple (i, ) de [1, k]? tel que i # j, on a p; o p; = 0, alors g est un
projecteur.

Résultat admis

Dans toute la suite, on suppose que ¢ est un projecteur et on souhaite montrer que, pour
tout couple (7, j) de [1,k]? tel que i # j, on a p; o p; = 6.

4) a) Montrer que Im(gx) est inclus dans Im(p;) + - - - 4+ Im(pg).
b) Etablir, grace aux résultats de la partie I, que
rg(gr) = dim(Im(p1) + - - + Im(px)),
puis en déduire que Im(gx) = Im(py) + - - - + Im(pg).
c) Etablir finalement I’égalité

Im(qx) = Im(p1) @ - - - ® Im(py,).

5) a) Montrer que, pour tout j de [1, k], on a g; o p; = p;.

b) En déduire que, pour tout j de [1, k],

Vz € F, Z pi(pj(x)) = 0.

1<i<k
i#]
c) Montrer alors que, pour tout couple (i,5) de [1,k]? tel que i # j, on a p; o p; = 6.

6) Conclure quant a 'objectif de cette partie.
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Probléme

Thémes abordés : fonctions d’une variable ; suites ; séries ; intégrales ; intégrales
généralisées ; Python

Partie I — Préliminaires (les trois questions sont indépendantes)

1) Pour tout entier naturel n non nul, on pose

"1
Up = — —In(n).
k=1
a) Compléter le script Python suivant pour qu’il calcule et affiche w,, pour une valeur de n
entrée par 'utilisateur.

n = int(input ("Entrez une valeur pour n : "))
u= ...
print (u)

b) Justifier que, pour tout entier naturel £ non nul,

| =

1
— <1 1) -1 <
k+1_n(l~c+ ) —In(k) <

c¢) Utiliser la question précédente pour montrer que, pour tout n de N*, 0 < u,, < 1.

2) Dans cette question, z désigne un réel élément de [0, 1.
a) Pour tout n de N* et pour tout ¢ de [0, z], simplifier la somme Y7 P~ 1.

b) En déduire que, pour tout n de N*,

n _p T an
E x—:—ln(l—x)—/ t dt.
o 1—1

¢) Montrer que ngrfw 1

pd xp
d) Etablir alors que la série de terme général — est convergente et que
p

+oo p
- —In(1 — x).

p=1

3) On considére deux suites réelles (a,)nen €t (bn)nen & termes positifs et on suppose que les
séries de termes généraux a, et b, sont convergentes. Pour tout entier naturel n non nul, on

pose ¢p, = Y p—q Akbp—k.

a) Montrer que, pour tout n € N*|
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b) En déduire que la série de terme général ¢,, converge et que
+oo “+oo +oo
ch = (Z an> (Z bn> .

k

c) Soit z € [0,1[. On suppose que ay = % pour k € N* et by, = 2¥ pour k € N.

i. Justifier rapidement que les séries de termes généraux a, et b, sont convergentes et
a termes positifs.

ii. Compléter le script Python suivant pour qu’il calcule et affiche la valeur de ¢, pour
des valeurs de n et de x entrées par 'utilisateur.

n = int(input("Entrez une valeur pour n : "))
x = float(input("Entrez une valeur pour x : "))
a= ...

b =

c= ...

print(c)

iii. Donner ’expression de ¢, sous forme d’une somme.

Partie Il — Etude d’une fonction définie comme somme d’une série

Dans cette partie, x désigne toujours un réel de [0, 1[.

4) a) Utiliser la question 3 du préliminaire pour établir que
+0o0 n +oo +oo
S (S (S0 (5).
n=1 (kl k n=1 """/ \n=0

Py —In(l1—=z

n=1 \k—=1 -z

b) En déduire que

5) a) Montrer que, pour tout réel u strictement positif, In(u) < u.

b) En déduire que la série de terme général (In(n))z™, avec n > 1, est convergente.

6) On pose
+oo

f(@) = 3 (n(n)a".
n=1
a) Etablir, en utilisant le résultat de la question 1.c), que
—In(l —z) x < —In(l —=z)
1—x 11—z ’

1—=x

b) Montrer finalement ’équivalent
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7) a) Etudier les variations de la fonction f.

b) Dresser le tableau de variations de f (valeur en 0 et limite en 1~ comprises).

8) a) En remarquant que f(z) = 3,25 (In(n))2", montrer que

T

Oﬁf(x)ﬁm

— T.

b) En déduire que f est continue a droite en 0 et dérivable a droite en 0. Donner la valeur
du nombre dérivé a droite en 0 de f.

1
c) On admet que f est continue sur [0, 1[. Donner la nature de l'intégrale / f(z)d.
0
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