Année : 2020
Ecole : EML

Option : Mathématiques approfondies

Les parties du sujet contenant des éléments n’étant plus au programme depuis 2022 ont été
adaptées pour convenir aux nouveaux programmes de la filiere Mathématiques approfondies
en vigueur depuis 2023.
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Probléeme 1

Thémes abordés : fonctions d’une variable ; suites ; intégrales ; intégrales généralisées ; Python

On note, pour tout n de N, P, la fonction polynomiale définie par :

2n+1 (_x)k
Vo € R, P,(x) = Z i
k=0
Partie I — Etude de la suite des racines des polyndémes P,

1) a) Calculer, pour tout n de N, les limites de P, en 400 et —o0.

b) En déduire que, pour tout n de N, le polynéme P, admet au moins une racine réelle.

2) a) Montrer :
22t

R P = _Pn Bz
Vn €N, Vr € R, () () (2n +1)!

b) En déduire que, pour tout n de N, les racines de P, sont toutes simples.

3) a) Vérifier :

@) n_ 2k r
Vn € N, Vx € R, Pnz:zg (1— )
Z (2k)! 2k + 1

b) En déduire que, pour tout n de N, les racines réelles de P,, appartiennent nécessairement
a Uintervalle [1;2n + 1].
4) a) Montrer les relations :

x2n+2

7,L+1($) = —Py(z) - m,

i1 () = Po(2).

Vn € N, Vx € R,

b) Montrer par récurrence que, pour tout n de N, la fonction P, est strictement décroissante
sur R et ne s’annule qu’une seule fois, en un réel noté u,,.

5) a) Ecrire une fonction Python d’en-téte def P(n, x): qui prend pour arguments un entier
n de N et un réel z, et qui renvoie la valeur de P,(x).

On pourra importer la fonction factorial du module math.

b) Recopier et compléter la fonction Python suivante afin que, prenant pour argument un
entier n de N, elle renvoie une valeur approchée de u,, & 1072 prés a I'aide de la méthode
par dichotomie.
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def suite(n):

a = ...,
b= .........
c=C(a+b) /2
while .........
s
a=c
else:
b=c
C = ...
return .........

c) On utilise la fonction précédente pour représenter les premiers termes de la suite

U
(n) . Conjecturer un équivalent de u,, lorsque n tend vers +oc et la limite éventuelle
"/ neN*

de (un)nEN'

1.6 + +
1.5 +
1.4 |
1.3 |
1.2 +
1.1+ +
1 4
0.9 f +
0.8 | n

+

0.5 : : : : : : : : : : : : : : |
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30

6) a) Montrer :

u%n+2 U,
VnEN, PnJrl(un): (2n_|_2)| (1_2n+3>'

b) En déduire que la suite (uy)nen est croissante.

7) On suppose dans cette question que la suite (uy),ecn est convergente de limite £.

a) Montrer :
VneN,  [Pu(un) — Pu(6)] < efuy — 1.

b) Déterminer lim P, (¢). En déduire :
n——+oo

. _ ot
ngrfoo Py (uy) =e "

c) Aboutir a une contradiction.

8) En déduire la nature et la limite de la suite (uy)pen-
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Partie IT — Quelques résultats intermédiaires

Les deux questions de cette partie sont indépendantes entre elles et indépendantes de la partie I.

9) On note f la fonction définie sur ]0; 1] par :
vt €]0;1], f(t) = —In(?).
1
a) Montrer que l'intégrale / f(t)dt converge et préciser sa valeur.
0

b) Soit n un entier supérieur ou égal a 2.
Justifier, pour tout k de [1;n 4+ 1] :

() [ o )

/11 f()dt < iéf(ﬁ) </1;nf(t)dt+mff)-

En déduire :
/n
P o 1 & k
c) En déduire la limite de — Z In [ — ) lorsque n tend vers +oo.
ni— n

d) Montrer finalement :

ni/n
lim n) —e L
n——+oo n
10) On note g la fonction définie sur ]0; +oo[ par :
Vt €]0;+oof,  g(t) =t+1In(t) + 1.

Montrer qu’il existe un unique « appartenant & |0; +o0o| tel que g(a) = 0 et justifier :

e 2 <a< e L.

Partie III — Equivalent de la suite (Un)nen

11) a) Montrer :

2n k 2n
_ x _ t
VneN, Vz e R, &x:E:(x)—/’@k)e4a.
0 !

b) Justifier :

xT (x _ t)QTL 1.271-{-1
N N, Vz e R 0< L etdt < .
nEN, VEERy A @) ¢ 2n+ 1)
c) En déduire :
22+l

Vn €N, Vx € Ry, P.(z) <e * < Py(x) +

12) Soit n un entier de N.
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a) Montrer :
(un)2n+1

(2n+ 1)1
b) En utilisant le résultat des questions 3)b) et 6)a), obtenir :

Pn+1(un) <e " <

z(un)Qn —un (un)zn
(2n +3)! ° S o(2n)!
puis :

13) On pose, pour tout n de N* :

a) Montrer :

((20)) /"

' N*
nelt 2n

(2n+3)%\ " (20
2 2n ’

< wpe™™ < (

b) En déduire que la suite (g(wy))nen+ converge vers 0 puis que la suite (wy,),en+ converge
vers «, la fonction g et le réel o étant définis dans la question 10).

14) En déduire un équivalent simple de u,, lorsque n tend vers +oo.
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Probléme 2

Thémes abordés : intégrales généralisées ; algebre bilinéaire ; réduction ; fonctions de plusieurs
variables

Dans tout le probléme, n désigne un entier naturel supérieur ou égal a 1. On note B, = (1, X, ..., X™)
la base canonique de R, [X].

Partie I — Etude d’un produit scalaire

1) Montrer que, pour tout polynéme P de R[X], I'intégrale
+oo

P(t)e tdt
0

converge.

2) Pour tout k de N, on pose
+o0
Iy = / thet dt.
0

a) Pour tout k de N, déterminer & ’aide d’une intégration par parties une relation entre les
intégrales Iy et I.

b) En déduire :
Vk € N, I, = k!

Pour tout couple (P, Q) de R[X]?, on pose :

+0o0

PQ) = [ POQEWedL

0

3) Montrer que (-,-) est un produit scalaire sur R[X].

Dans toute la suite du probléme, on munit R[X] de ce produit scalaire et on note | - || la
norme associée.

4) Calculer, pour tout (i, ;) de N2, (X% X7) et, pour tout i de N, || X¢|.

On admet qu'il existe une unique suite de polynémes (Qg)ren définie par :
e pour tout k de N, le polynéme Q. est de degré k et de coefficient dominant strictement
positif ;
o pour tout k de N, la famille (Qo, ..., Q) est une famille orthonormale.
5) a) Déterminer Qp et Q1 et vérifier que

1
Q2:§X2—2X+1.

b) Montrer que, pour tout k de N, la famille Cy, = (Qo, ..., Q) est une base de Ri[X].
On définit la matrice Hy,, = (hi;)i<ij<n+1 de Mp1(R) par :
V(i,j) € [Ln+1]%,  hyy = (X1 X7,

On note également A, la matrice de la famille B,, = (1, X, ..., X") dans la base C,,.
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6) Etude du cas n=2:

a) Expliciter la matrice Hs.
Montrer que la matrice Hy est inversible et vérifier que

3 -3 1
Hy'=|-3 5 -1

1
2
b) Expliciter la matrice Ay et calculer ‘A Ay. Que remarque-t-on ?

7) On note, pour tout (,5) de [1;n + 1]?, a;; le coefficient d’indice (7, ) de la matrice A,.
a) Justifier que la matrice A,, est inversible.
b) Justifier :

n+1
vielln+1],  X77'=3" ar;Qu1.
k=1

En déduire :
n+1

V(i,j) € [Lin+1% (X7LXN =Y apan.
k=1

c) Montrer alors la relation :
H, ="A,A,.

8) a) Montrer que la matrice H,, est inversible.
b) Etablir (sans calcul) que la matrice H, est diagonalisable.

c) Montrer que les valeurs propres de H,, sont strictement positives.
On pourra calculer, pour tout vecteur propre Y de H,, 'Y H,Y .

Partie II — Etude d’une projection

Soit P un polynéme de R[X]. On définit la matrice colonne

(P,1)
(P, X)
U= : S Mn+1’1(R).
(P, X™)
1) Soit R un polynoéme de R, [X].
On note
@
Qg
V=

Qo

la matrice colonne des coordonnées de R dans la base B,,.
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a) Montrer, pour tout ¢ de [0;n] :

(R, X" = i: (X4 XF).
k=0

b) Montrer :
R est le projeté orthogonal de P sur R,[X] <= Vi € [0;n], (P, X") = (R, X?).
En déduire :

R est le projeté orthogonal de P sur R,[X] <=V = H, 'U.
2) Retour au cas n = 2 : déterminer le projeté orthogonal du polynéme X3 sur Ro[X].

3) On souhaite retrouver le résultat précédent par une méthode différente. On définit la fonction
f sur R? par :

+0o0
Y(a,b,c) € R3, f(a,b,c) = / (a+ bt + ct? — t3)%e~t dt.
0

a) Vérifier :

Y(a,b,c) € R?, f(a,b,c) = a® + 2b* + 24¢ + 2ab + 4ac + 12bc
— 12a — 48b — 240c¢ + 720.

b) Montrer que f admet un unique point critique (ag, bo, co) vérifiant :

ag 6
Hylby| =1 24
co 120

¢) Montrer que la matrice hessienne de f au point (ag, by, co) est la matrice 2Hs.
d) En déduire que la fonction f admet au point (ag, bo, co) un minimum local.
e) Justifier :
inf f(a,b,c) = inf || X°— R|>
(a,b,c)eR3 ReRs[X]

En déduire que f admet un minimum global sur R? et que ce minimum est atteint en un
unique point.

f) Retrouver alors I'expression du projeté orthogonal du polynéme X3 sur Ro[X].

« FIN o
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