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EDHEC

Mathématiques approfondies

Corrigé du sujet adapté — 2021

Les questions et sous-questions conservent la numérotation de I’énoncé. On note E et V' I'espérance
et la variance, et ® la fonction de répartition de la loi N (0,1).

Exercice 1 — Moyennes de Cesaro et suite wu, 1 = /u2 + u,

Exercice 1 — Suites

(an) est croissante de limite ¢, b, = 1 Zk o0k 5 U0 =1, Upp1 = VU + Uy, Sp = Zk 0 Uk-

Corrigé — Exercice 1.
1. Question préliminaire.

a) Pour 0 < k < n —1, a; < a, par croissance ; en sommant, nb, < na,. Puis

bn n — n*bn
an_bn:nnia _b =4 20

‘bn < ay, (bn)n>1 est croissante. ‘

b) La suite (a,) étant croissante de limite ¢, a,, < ¢ ; donc b, < a,, < £. Croissante et
majorée, (by,) converge (théoréme de la limite monotone) vers ¢, et par passage &
la limite dans b, < ¢ :

b, —— ' < (.
n—-+oo

c) 2nby, =Y - Oak+22" Lag > nby + nan, car ag > a, pour k >n :

b2n > bn‘;an

£+€

d) (ba,) est extraite de (b,), donc tend vers ¢'. Par passage a la limite, ¢/ > , soit

' >0, et avec b) :

lim b, = lim a,.
n—-+o0o n—-+o0o

2. La suite (uy,).

a) Par récurrence : up = 1 > 1 ; si u, > 1, alors u% + up > 0, upyq est défini et
Unt1 > VU2 =up > 1.

‘Vn € N, u, est bien défini et u, > 1.

b) U%H —u2 = u, > 0 et les termes sont positifs, donc u,s1 > up : (uy) est

strictement croissante. Si elle convergeait vers L, on aurait L > 1 et, par continuité,
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L =+L?+ L, soit L =0 : absurde. Croissante et non convergente, elle tend vers
+oo (théoréme de la limite monotone).

(up) est croissante et lim w, = +oc.
n—+oo

¢) Au début d’un passage dans la boucle, S contient S,, et u contient u,_; ; on calcule
Up, pUis Sp41 = Sy + Up.-
import numpy as np

n=1
u-=1
S =1

while S <= 1000:

u = np.sqrt(ux*2 + u)
S=8+u
n=n+1

print(n)

3. Un équivalent de u,,.

2 2
U —u 1
a) Uny1 — Up = pll == t - —=0:

Up,
fry 7e
Uptl + U Uy + VU2 +u, 14+ /14+1/u, Un

nglfoo(un-i_l B un) — 9

(22 4 z) — 22 1 R
b) Pour z > 1, f(x) = = . Quand x croit, /1+1/x
) z 1, /(@) Vii+zxz+w 1++1+1/z « /

décroit, donc f est croissante sur [1, +oo[. Comme Upt1 — up = f(up) et (uy) est
croissante a valeurs dans [1, +oo[, f(un) < f(unt1).

‘f est croissante sur [1,+00[ et (Up41 — Up)nen €st croissante.‘

c) On applique la question 1 & ap = wugy; — ug, croissante de limite % Dby =
1 n—1 _ up—1 1 Up __ Up—1 1 1.
s> o(upyr —ug) = *2—= — 5. Donc %2 = ¥n— - — 5

n

" p—too 2°

4. La somme 5,.

, 2
a) ug = Ui+1 —u3, donc par télescopage S, = u2 —u3. Comme u2 — +o0 et u2 ~ o

n2

S, =u?—1 —

~J .
n—+oo 4

b) S, > 1000 <= u2 > 1001 <= wu, > +/1001. On cherche donc le plus petit n tel

que uy, > /1001 (ici u contient wuy,).
import numpy as np

while u <= np.sqrt(1001):

np.sqrt(u**2 + u)
n=n+1

print(n)

[
I
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Exercice 2 — Variables de Rademacher

Exercice 2 — Produits et sommes de variables de Rademacher

Y =e? avec Z = N(0,1) ; P(X,=1)=p, P(X, = -1)=1-p; T, = [[}1 Xz

Corrigé — Exercice 2.
1. Loi de Y = ¢%.

a) Y > 0, donc Fy(z) = 0si < 0. Pour z > 0, In étant strictement croissante,
Fy(z)=P(Z <Ilnzx):

’Fy(x):OsixSO, Fy(z) = ®(Inx) six>0.‘

b) Fy est continue sur R (en 0 : ®(Inz) — 0 quand = — 0) et de classe C* sur R*.

En dérivant sur ]0, +oo| : F},(z) = 21¢/(Inz) = x\/lﬂe—(lnw)z/?

2

—~

In )

) si x>0, fy(z) = 0 sinon.

2. Loi de T,,.

a) B(Xn)=p—(1-p)et B(X;)=1:

E(X,)=2p-1, V(X,)=1-(2p—1)"=4p(1 —p).

b) T), est un produit de termes valant £1 : T,,(2) C {—1,1} (et les deux valeurs sont
prises, voir ¢). Par indépendance, E(T,) =[], E(Xr) = 2p—1)":

(T ={-1,1}, P(T,=1)-P(T,=-1)=E(T,) = (2p— 1)".|

c) P(T,,=1)+ P(T,, = —1) = 1. En résolvant :

1+(2p—1)"

_1-@p-1)"
5 = :

2

d) Comme 0 <p<1, |2p—1] <1let (2p—1)" — 0. La fonction de répartition de T,
vaut 0 sur | — oo, —1[, P(T;, = —1) sur [—1,1[ et 1 sur [1,4o0] ; elle converge en
tout point vers celle de la variable T' définie par P(T = 1) = P(T = —1) = 1.

1
T, —5 T,  PT=1)=PT=-1)=-.
n—-+oo 2

3. Pas de convergence en probabilité.

a) Sur lintersection, 'inégalité triangulaire donne |1y, 41 —1,| < |Tp1=T"|+|T'—T,| <
1,1
= _l’_ =
2732

(1T =T < 1) 0 (T2 =T < §) € (ITa1 = Tl < 1),
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b) En passant aux complémentaires, (|T,41—7T,| > 1) C (|Ths1—T'| = $)U(|T,—T'| >

1), d'ou

1 1
T plIT T
P(’Tn—kl _Tn‘ > 1) < P(’Tn—l—l - ’ > 5) (‘ n ’ > 5)

To(Xpt1 — 1) vaut 0 si X401 = 1 et £2 si X471 = —1. Ainsi
1) =

(Tt =Tl 2 1) = (X1 = =1) :

‘P(‘Tn+1_Tn|21):1_p-‘

d) Si (T,,) convergeait en probabilité vers une variable 7", le membre de droite de b)

tendrait vers 0, alors que le membre de gauche vaut 1 — p > 0 pour tout n.

’ (T},) ne converge pas en probabilité. ‘

4. Le cas p = %

a) Ici E(Xy)=0et V(Xy)=1: E(X,)=0et V(X,) =2 (indépendance). Donc

7*_X B
X! = 1/\F = VnX,.

b) U, >0et Uﬁ/‘/ﬁ — e Xn/Vi = Vi Xn — o Xu Tes X}, sont indépendantes, de méme

loi, de variance 1 > 0 : par le théoréme central limite, X, 575N (0,1). Par
composition par la fonction continue exp,

.
Ué/\/ﬁ:eX" —>+ eZ =Y.
n—-+0oo
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Exercice 3 — Endomorphismes antisymétriques

Exercice 3 — Réduction d’un endomorphisme antisymétrique

f# 0 vérifie (f(z),y) = —(z, f(y)) s s=fof, 9= fim@ t =909

Corrigé — Exercice 3.

1. Orthogonalité de z et f(z).
Avec y = : (f(x),x) = —(z, f(2)) = =(f(x), z), donc

VreE, (f(z),x)=0.]

2. Supplémentarité.

Si # € Ker(f) NIm(f), écrivons z = f(y) : |z]> = (f(y).z) = —{y, f(x)) = 0, donc
x = 0g. Par le théoréeme du rang, dim Ker(f) + dimIm(f) = dim F.

‘Ker(f) ®Im(f) = E‘

De plus, pour x € Ker(f), (f(y),x) = —(y, f(z)) =0 : Ker(f) et Im(f) sont orthogo-
naux, donc Ker(f) = Im(f)*.
3. L’endomorphisme s = f o f.

s est linéaire et (s(z),y) = —(f(x), f(v)
avec = # 0, Al[z[|* = (s(z), x) = —[|f(2)]|

<x,s(y)) : s est symétrique. Si s(z) = Az

‘3 est symétrique et Sp(s) C R_. ‘

4. L’endomorphisme induit g.

a) Im(f) est stable par f (f(f(y)) € Im(f)), donc g est un endomorphisme de Im(f),
espace euclidien pour le produit scalaire induit, et la relation d’antisymétrie reste
vraie pour x,y € Im(f).

‘ g est un endomorphisme antisymétrique de Im(f). ‘

b) Comme en 3, t = g o g est symétrique ; Im(f) # {Og} car f # 0, donc ¢t admet des
valeurs propres (théoréme spectral), toutes négatives ou nulles. Si t(z) = 0 avec
x € Im(f), alors ||g(z)||? = —(t(x),x) = 0, donc f(z) =0 et = € Ker(f) NIm(f) =
{0g} : 0 n’est pas valeur propre.

Sp(t) C R*.

5. Une famille (e, g(e1)).

a) t(g(e1)) = g(t(e1)) = Ag(er) = g(e1) € Ex(t). Par 1 appliqué a g, (g(e1),e1) = 0.
Enfin ||g(e1)]|? = —(t(e1),e1) = —A|le1]|*> > 0. Une famille orthogonale de vecteurs
non nuls est libre.

‘ (e1,g(e1)) est une famille orthogonale et libre de E)\(t). ‘

at
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7.

b) Soit F» lorthogonal de Vect(ei,g(e1)) dans Ey(t). Pour x € Fy : g(x) € E\(t)
(comme en a)), (g(x),e1) = —(z,9(e1)) = 0 et (g(x),9(e1)) = —(x,t(e1)) =
—A(z,e1) = 0. Donc F; est stable par g.

Montrons par récurrence sur la dimension que tout sous-espace G # {0} de E)(t)
stable par g admet une base orthogonale de la forme (e1, g(e1),...,eq, g(eq)). On
choisit e; € G non nul : par a), (e1, g(e1)) est orthogonale libre dans G ; 'orthogonal
G’ de Vect(e1, g(e1)) dans G est stable par g (méme calcul), de dimension dim G — 2

; 8’il n’est pas nul, on lui applique 'hypothése de récurrence, et I’on concaténe.
Appliqué a G = E)\(t) :

dim E)(t) = 2p, (e1,9(e1),...,ep,g(ep)) base orthogonale de E)(t).

6. Normalisation.

a)

lg(ex)|I* = (gler), g(ex)) = —(er, tlex)) = —Allex]?, lg(ex)I* = —Allex]*.

b) Par a), g(ex)| = V=X lex]l. Done g(ep) = gt = latenller — /=Xl et g(ef) =
tlex) e Y
Toel = Vorlen] = VA

gler) = vV=>Aer,  glef) = —V-Xep.

Forme réduite.

a) t est symétrique : par le théoréme spectral, Im(f) est la somme directe orthogonale
de ses sous-espaces propres, tous de dimension paire (5.b).

‘rg(f) = dim Im(f) est pair. ‘

b) Pour chaque valeur propre A de ¢, la famille (¢}, €], ..., e}, ey) est une base ortho-
normée de E)(t) ; en les concaténant, on obtient une base orthonormée de Im(f),
formée de r couples (¢/, ") vérifiant f(e/) = ae” et f(e”) = —ae’ avec a = v/—X > 0
(6.b). On la compléte par une base orthonormée de Ker(f) = Im(f)* (question 2),
dont les vecteurs ont une image nulle. Dans la base orthonormée B obtenue, chaque

couple fournit le bloc (2 —Oa> et les vecteurs du noyau des colonnes nulles.

La matrice de f dans B a la forme annoncée (seconde forme si Ker(f) = {0g}). ‘

6
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Probléeme — Statistique d’ordre médiane

Probléeme — Intégrales I(p,q) et densités b,

I(p,q) = fol 2P(1 — z)ldz, by(z) = (Q(Z;;)!x”(l —x)" sur [0, 1]. Vi est la k-iéme valeur dans
I’ordre croissant parmi Uy, ..., Usyi1.

Corrigé — Probléeme.
Partie 1 — Calcul d’intégrales

1. Cas particuliers.

0.0 = =5 T0.0=]-

2. Relation de récurrence.
P+l
p+1

On intégre par parties sur le segment [0, 1] avec u(z) =
classe Ct, u/(x) = 2P, v'(z) = —q(1 —2)T 1 (¢ > 1) :

et v(z) = (1 —x)%, de

2PTH(1 — z)9q1 q 1
(p.q) = | P }0+p+1/0w (1 =) da,
I(p.q) = ——I(p+1,q-1),
p+1

le crochet étant nul en 0 et en 1.

3. La propriété H,.
H s’écrit I(p,0) = %I(p, 0) : vraie. Si H, est vraie, pour tout p, par 2 puis H, appliquée

ap+1,
q+1 g+1 (p+D!¢
I(p,g+1)= Ip+1,q9) = . Ip+qg+1,0
(pg+1) ijl(p q) v+l prgr L) (P+q )
p! (g +1)!
= 2T 14 g+ 1,0).
tqr1) (p+q )
‘VqEN, H, estvraie.‘
4. Valeur explicite.
AvecI(p+q,O):]T;+1:
plq! (n!)?
I(p,q) = ————, I(n,n)= —7>+—
R R I T

Partie 2 — Etude d’une suite de variables aléatoires
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5. Une densité.

b, est positive, continue sur R sauf éventuellement en 0 et 1, et fjoos b, =

st )1 :

‘bn est une densité de probabilité. ‘

6. La loi de Xj.
bo = 1[071] .

| Xo = U(0,1)).|

7. Moments de X,,.

a) by, est nulle hors de [0, 1], donc X,, admet des moments de tous ordres. Par 4,

M&0=@g;m

2n+1)! n+1)(n+2 n n
b) QE((ff;) (:2 1(37;!)2) I(n+2,n) = (én+2§£2n+2)3) = 2(2:;23)7 done V(X,) = 5542
T Ient3)

2n+1)! (n+DIn! n+1 1

_ _
I(n+1,n) = (n2  (2n+2)  2n+2’

1

V) = f5n 13

c) Par I'inégalité de Bienaymé Tchebychev, pour tout € > 0, P(|X, — 3| > ¢) <

P 1
" hsdoo 2
Partie 3 — Simulation informatique de X,
8. Loi uniforme.
‘FU($):OSil’<O, Fy(x)=xzsi0 <z <1, Fy(x)=1siz>1.
9. La derniére arrivée.
a)
‘V2n+1 = max(Uy, ..., Uznq1). ‘

b) [Vani1 < x] = N;[Us < 2] et, par indépendance, G, 1 = F"

Goni1(z)=0siz <0, 2si0o<a<l, 1siz>1

10. La premiére arrivée.

a)

’ V1 = min(Ul, ceey U2n+1). ‘




EDHEC — Mathématiques approfondies — 2021 G. Bignon

b) [Vi > z] = N;[U; > 2], donc P(Vi > z) = (1 — Fy(2))?" et G1 = 1 — (1 — Fy)?"H!

1 <0
PVi>az)=q(1—-2)> 0<z<1

0 z>1

0 r <0
Gi(z)=<¢1—-(1—-2)t! 0<z<1

1 x> 1.

11. Simulation de V; et V5, 41.

On simule les 2n 4 1 instants d’arrivée, puis on prend le minimum et le maximum.

n = int(input(’n = ’))
U = rd.random(2*n+1)
V1 = np.min(U)

V2 = np.max(U)

print(Vi, V2)
12. La médiane V.

a) Soit x € [0,1] et N, = Z?’:"”fl 1,<4) le nombre de personnes arrivées avant I'instant
x. Les indicatrices sont indépendantes, de loi B(z), donc N, < B(2n + 1,x). La
(n + 1)-ieme arrivée a lieu avant z si et seulement si au moins n + 1 personnes sont

arrivées avant  : [Vp41 < z] = [Ny > n+1].
2n+1
2n+1 _
Grir(z) = Y < 2 )xk(l — )k,
k=n+1

b) G4 vaut 0 sur | — 00,0[, 1 sur |1, +o0[, et la formule de a) est continue sur [0, 1]
avec Gp11(0) = 0, Gpy1(1) = 1 : Gy est continue sur R, de classe C! sauf en 0 et 1.

Posons N = 2n+1. Pour 1 < k < N—1, & ((})a*(1-2)V*) = N (({))a*1(1-
)Nk — (lel):nk(l - l’)N_l_k> (car k‘(]:) = N(],Z:f) et (N — k)(]l\c[) = N(lel)), et
pour k = N la dérivée de =V est N (%j) zV=1. La somme est télescopique :

() = N<Nn_ 1) (1 — )Nt

— (2n+1) (?) - ay = CE R o = b o)

‘ gn+1 = by, est une densité de V11 : V41 a la méme loi que X,,. ‘

c) Les valeurs rangées dans 'ordre croissant sont 1,2,5,8,9,13,23 ; la médiane de ces
7 valeurs est la 4-ieme :

Le script affiche V.= 8.0.

d) D’apres b), X, a la loi de V},41, médiane de 2n + 1 variables indépendantes de loi
U(o,1)).
def simX(n):
U = rd.random(2*n+1)
return np.median(U)




