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Notations. Dans tout le texte, [0,n] désigne I’ensemble des entiers k vérifiant 0 < k < n. Si
xz € R, |z] désigne la partie entiere de x. Pour n,m € N*, M, ,,(R) désigne I’ensemble des
matrices réelles & n lignes et m colonnes, M, (R) = M, ,(R) et I,, est la matrice identité de
M,,(R). La transposée de A est notée ‘A. Si V € M, 1(R), ||V|| désigne sa norme euclidienne.
Toutes les variables aléatoires sont définies sur un méme espace probabilisé. Pour une
variable aléatoire réelle X, on note my(X) = E(X*) son moment d’ordre k, lorsqu'il existe,
et mo(X) = 1. Si g : R? — R est de classe C2, Vg et V2g désignent son gradient et sa
matrice hessienne. Pour o € R, on pose 2% = e In(z) si ¢ > 0 et 0% = 0. Enfin, J|7 désigne
la restriction de f a lintervalle J.

1 Partie I : questions préliminaires, probleme des moments

Themes abordés : variables a densité ; intégrales généralisées.

Soit X une variable aléatoire réelle a densité.
1. Montrer que, dans les cas suivants, X admet des moments de tout ordre et déterminer ces
moments :
a) X suit la loi uniforme sur [0, 1].
b) X suit la loi exponentielle de parametre A € R
Dans toute la suite, on se donne une suite de réels (uy)ren avec ug = 1 et un intervalle J de R.

On considere le probleme des moments, noté M*(.J) : trouver une variable aléatoire réelle X
vérifiant les trois conditions suivantes :

— pour tout k € N, X admet un moment d’ordre k et my(X) = uy ;

— X admet une densité f, avec f|; continue sur J;

— pour tout z € R\ J, f(z) = 0.

Si X est une solution et f une densité vérifiant ces points, f est dite adaptée & M*(J). On

s’intéresse aux deux cas J = R, appelé probléme de Stieltjes, et J = [0, 1], appelé probléme de
Hausdorff.

2 Partie II : le probleme de Stieltjes

Themes abordés : variables d densité ; intégrales généralisées ; réduction ; Python.

I1.1) Des conditions nécessaires d’existence

On suppose que le probleme M*(R}) admet une solution X, de densité adaptée f. Pour tout
n € N*  on note H, et G,, les matrices de M, (R) définies par

v(i, §) € [1,n]?, (Hp)ij = Uigj—2, (Gn)ij = Uitj—1-

2. Ecrire explicitement H3 et GG3 en fonction de ug, u1, ug, us, uq, us.

3. Soit n € N* et W = (a1, ...,a,)T € M, 1(R). Montrer que

n n
tWHnW = Z Z aiaju”j,g (1)
i=1j=1
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puis que
Wi = [ (@) ) d, (2
ot P(x) =", 2"t pour tout z € R.
4. En déduire que, pour tout n € N*, toutes les valeurs propres de H,, sont positives.
5. Montrer de méme que, pour tout n € N*, toutes les valeurs propres de G,, sont positives.

6. On suppose uniquement dans cette question que ug = 1, u; = 1 et us = % Montrer que
nécessairement ug > %.

7. On suppose uniquement dans cette question qu’il existe 8 > 0 tel que f0+ > f(t) exp(t?) dt
converge.

a) Montrer que, pour tout n € N* et tout ¢t € Ry,

n/6
" exp(—t?) < (Z) exp (—Z) .

b) En déduire que la série de terme général (u,,)~%/" diverge.
8. Python. Soit N € Net N* =1+ |N/2]. On souhaite vérifier numériquement la condition
Vn € [0, N*], toutes les valeurs propres de H, sont positives (CSn).

La fonction suivante prend en entrée un tableau unidimensionnel U contenant ug, ..., uy.
Compléter les pointillés pour qu’elle renvoie 1 si (CSy) est satisfaite et 0 sinon. La fonction
eigvalsh() de numpy.linalg renvoie les valeurs propres d’'une matrice symétrique.

import numpy as np
import numpy.linalg as al

def test_stieltjes(U):

N=len(U)-1

m=1+N//2

H=np.zeros((m,m))

for i in range(____,____):
H[i,m-1]=U[i+m-1]
Hlm-1,il=________

valp=al.eigvalsh(H)

for k in range(O,____):

return
return

I1.2) Non unicité des solutions

On définit g : [0, +00[— R par g(z) = exp(—z'/4) sin(z'/%).

9. Soit n € N. Montrer que les intégrales [, t"e~*sin(t) dt et [, t"e ™ cos(t) dt existent. On
convient que t° = 1.

On pose S, = [;" t"e~!sin(t) dt, T, = [;F® t"e " cos(t) dt et V;, = (%L‘)
10. Montrer que Sy = % On admet que Ty = Sp.
11. Montrer que, pour tout n € N,

Sn+1 + Tn+1 = (TL + 1)Tn, (3)
Sn+1 - Tn+1 = —(TL + l)Sn (4)
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12. En déduire que, pour tout n € N,
1(-1 1
Vor1 = (n+1)MV,, M = 3 .

13. En déduire que, pour tout n € N, V,, = n!lM"V}.
14. Calculer M* et en déduire que, pour tout n € N, Sy,.3 = 0.

15. En utilisant le changement de variable « = t*, dont on justifiera la validité, montrer que
+o0
Vn €N, / x"g(x)dr = 0. (5)
0

16. Montrer qu’il existe deux fonctions g; et go positives, distinctes, continues sur R, et telles
que, pour tout n € N, les intégrales

/0+OO 2" g1(x) dx et /0+OO x"go(x) drx (6)

existent et sont égales.

17. Que peut-on conclure par rapport au probleme M*(J) quand J = [0, +oo[?

3 Partie III : le probleme de Hausdorff

Theémes abordés : variables d densité; suites; fonctions de plusieurs variables; Python.

Dans toute cette partie, J = [0, 1].
IT1.1) Une condition nécessaire d’existence

On suppose que le probléeme M*([0,1]) admet une solution, notée a nouveau X, et f désigne une
densité adaptée.

18. Montrer que u, > 0 pour tout n € N.
19. Plus généralement, montrer que, pour tous i,j € N,
d k(J
> (1) <k> uirg > 0. (7)
k=0
20. On suppose uniquement dans cette question que ug = 1, u; = % et ug = % Montrer que
us € {%, %} .
21. Revenir au cas général. Montrer que, pour tout a > 0, la série de terme général u,/n®
(n > 1) est convergente. Cette affirmation reste-t-elle vraie quand o =07

IT1.2) Un test en langage Python pour le probléme de Hausdorff

Pour tous n € N et j € [0,n], on pose

/ j
Ang =D (-1 (k) T (®)

k=0

La condition (7) est dite vraie a l'ordre n si Vj € [0,n], A, ; > 0. 9)

22. Exprimer A, o en fonction de uy,.
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23. Montrer que, pour tout n € N et tout j € [0, n],
Ant1j+1 = Bnj — Bpgrye (10)

24. Python. La fonction suivante, dont ’entrée est un tableau U contenant wug, ..., uy, doit
renvoyer un couple (info,Delta) : info vaut —1 si la condition est satisfaite a tout ordre
de [0, N], et sinon le plus petit ordre ou elle ne I’est pas; Delta est une matrice de taille
(N 4+ 1) x (N + 1) contenant les A,, j, avec A, j = 0 si j > n. Compléter les pointillés.

import numpy as np

def test_hausdorff (U):
N=len(U)-1
Delta=np.zeros ((N+1,N+1))
info=-1
for k in range(____,____):
Deltalk,0]=U[____]

if ( (o ) and (info==-1) ):
for j in range(____,____):
Deltalk,jl=

return (info, Delta)

25. Python. On consideére :

def test3():
N=10
U=np.zeos (N+1)
for k in range(0,N+1):
Ulk]l=1.0/(k+1) # correspond a une loi uniforme
V=test_ausdorff (U)
U[3]=0.16
W=test_hausdorff (U)
return V,W

On tape dans la console »> V,W=test3(). Quelles seront les valeurs de V[0] et W[O]
retournées 7
I11.3) Unicité de solutions & densité de classe C*

On suppose que X; et X5 sont deux solutions de M*([0,1]), de densités adaptées respectives f;
et fo, dont les restrictions a [0, 1] sont de classe C!. On pose h = fa — fi et, pour n € N¥,

() = éh (i) (Z)xk(l _am k. zeR

26. Montrer qu’il existe K € R tel que V(z,y) € [0,1]?, |h(z) — h(y)| < K|z — y|.

27. Soient x € [0,1] et n € N* fixés. Soit Y une variable aléatoire discrete a valeurs dans [0, n].
On pose Z,, =Y/n.

a) Montrer que |h(z) — E(h(Z,))| < KE(|Z, — x|).
b) En déduire que |h(z) — E(h(Z,))| < KVE(Z, — x)?).
28. Montrer que, pour tout = € [0, 1] et tout n € N*,

1—ux) K
< .
n ~ 2yn

Ih(z) — ()] < Ky 2



Mathématiques approfondies — Maths 1 HEC-ESSEC 2023 G. Bignon

29. Montrer que, pour tout n € N*,

30. En déduire que, pour tout n € N*,

1 K 1
/O h2(x) de < M/O Ih(2)] dz.

31. En déduire que f; = f2. Conclure.

IT1.4) Probléeme de Hausdorff tronqué
Pour tout k£ € N, on définit

! Ry (a1, az)
Rk a1, 09 :/ tk exp Oélt—f—OéQtQ dt, Fk a1,09) = 7’,
( ) ; ( ) ( ) Ro(a, oa)
et G(ar,az) = In(Ro(ai, az)) — ujay — ugae. On admet que Ry, est continue sur R2.
32. Montrer qu'il existe C' > 0 tel que, pour tout = € [-1,1], 0 < e* — 1 —z < Cx?.
33. Soit k € N.

a) Montrer que Ry admet une dérivée partielle par rapport & sa premiére variable en tout
point et que

ale(Oél,Oég) = Rk_H(ozl,ozg). (11)
On admet que Q2 Ry (a1, a2) = Ryyo(a, a2). (12)
b) Pour tout i € {1,2}, en déduire 'identité 0;F) = Fy; — F} F;. (13)

¢) Montrer que, pour tout i € {1,2} et tout (o, ) € R?

1 L
DiFi(an, a2) = ) /0 (t' = Fi(ar, 02)) (t* — Fi(a1, az))e™ " dt.

Ro(au, a2

34. Soit (a1, a2) € R2.
a) Exprimer V2G(aq, a2) en fonction des dérivées partielles des Fi(aq, az), k > 0.

b) En déduire que, pour tout v = (!) € My (R) non nul, ‘vV2G(ay, ag)v > 0.

v
) fU;
c¢) En déduire que les valeurs propres de V2G (a1, a) sont strictement positives.
)

d) Dans cette question, on suppose qu’il existe une variable aléatoire X solution de

M*([0,1]), de densité adaptée f telle que

exp(ait + ast?)
ft)=q Rolo,a2)

0 sinon.

sitel0,1],

Montrer que G admet alors un minimum local en (a1, az).

FIN

6
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