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EDHEC

Mathématiques approfondies

Corrigé du sujet adapté — 2024

Les questions et sous-questions conservent la numérotation de I’énoncé. Les notations E et V'
désignent I'espérance et la variance ; ® est la fonction de répartition de la loi A/(0,1).

Exercice 1 — Une fonction de n variables

Exercice 1 — La matrice J, et la fonction f,

I E ./\/ln(]QR) a tous ses coefficients égaux a 1, V;, est la colonne de 1 et f,(x) = % SETE—
(L5, 2k)". Onnote T = 2 37 oy

Corrigé — Exercice 1.
1. Eléments propres de J,,.

a) Toutes les colonnes de J, sont égales a V,, # 0 : rg(J,) = 1. Comme 1 < n,

Jn n’est pas inversible, donc 0 est valeur propre, et par le théoreme du rang
dimKer(J,) =n — 1.

re(Ju) =1,  0€Sp(Jn),  dimEp(Jo) =n—1.|

b) Chaque coefficient de J,,V;, vaut >.7_; 1 = n, donc J,,V;, = nV,, avec V,, #0 :

‘ V., est un vecteur propre de J, associé a la valeur propre n. ‘

c¢) Les sous-espaces propres sont en somme directe et dim Ey+dim E,, > (n—1)+1=n
il n’y a pas d’autre valeur propre (un autre sous-espace propre, non réduit a {0},
ferait dépasser la dimension n).

Sp(J) = {0,n},  En(Ja) = Vect(Va). |

2. Régularité.

fn est une fonction polynomiale des coordonnées x1,...,x, :

f est de classe C? sur R".

3. Points critiques.

a) Pour tout 1, 3i(2k a:%) = 2z; et 01((% >k xk)2> =2.1.7 dou

Oifn(x) = %l’z - En:xk = %(% —T).

k=1

n2
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b) x est critique si et seulement si x; = T pour tout i, c’est-a-dire si toutes les
coordonnées sont égales. Réciproquement, si z = (a,...,a), alors T = a et toutes
les dérivées partielles sont nulles.

‘Les points critiques de f, sont les (a,a,...,a), a € R. ‘

4. Hessienne.

a) En dérivant 0; f,(x) = %xl — % > ) T par rapport a x; :

2 2 .. .

2 2 n T az SLt=],

90 fn(x) = i = 5= L St
— :

b) Ces dérivées sont constantes ; la matrice hessienne en tout point vaut %In — %Jn :

2
Vifa(a,...,a) = ﬁ(nln — Jn).

c) On utilise np.eye et np.ones, puis la formule de b).
n=int (input (’entrez la valeur de n:’))
I=np.eye(n)

J=np.ones((n,n))
Hessienne=2/n**2x(n*I-J)
print (Hessienne)

d) Notons H = % (nl, — Jy). Si JuX = AX avec X # 0, alors HX = Z(n — A\)X ;

réciproquement, si HX = pX, alors J,X = (n — "—;E)X . Les valeurs propres de H
sont donc les % (n — A), A € {0,n} :

Sp (V2 fu(a,...,a)) = {0, %}

La hessienne admet la valeur propre O : la condition suffisante du second ordre
(valeurs propres toutes strictement positives, ou toutes strictement négatives) n’est
pas vérifiée, et cette méthode ne permet pas de conclure.

5. Minimum global.

a) On applique l'inégalité de Cauchy—Schwarz & u = (1,...,1) et = (x1,...,2y) :
(u, 2)? < ||ul|?||z||?, c’est-a-dire

n

(ka)QSan%

k=1 k=1

b) On a f,(z) = #(nzk:c%— (Zk$k)2) > 0 par a), et fu(a,...,a) =a®—a?=0.

rﬁiﬂn fn =0, atteint en chaque point critique (a, ..., a).
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6. Le cas n = 2.

. S es 242 2
a) On traduit la définition de fy : fo(x,y) = % — (L;r?”) .
def f_2(x,y):
z=(x**2+y**2) /2- ((x+y) /2) **2
return z

b) On a fa(z,y) = 2m2+2y247(z+y)2 = (x;y)z‘ Cette fonction est positive, nulle sur toute
la droite y = z, et sur [—2,2]? son maximum vaut % = 4, atteint en (2, —2) et
(—2,2). La surface 3 prend des valeurs négatives ; la surface 2 n’est nulle qu’en un
seul point (fond « en cuvette ») ; la surface 1 est positive, a valeurs dans [0, 4] sur
[—2,2]? et nulle le long d’une diagonale.

‘ C’est la surface 1. ‘




EDHEC — Mathématiques approfondies — 2024 G. Bignon

Exercice 2 — Une loi définie a ’aide de P’arctangente

2

Exercice 2 — Densité f(z) = — )

X a pour densité f, Y = eX, M,, = max(Yy,...,Y,).

Corrigé — Exercice 2.
1. Question préliminaire.

a)

1
Vo € R, Arctan’(z) = ——.
x rctan’ (z) 522
b) Posons h(z) = Arctan(z) + Arctan(L) sur ]0,+oc[. h est dérivable et #'(z) =
H% - %2 . 1+1% = 1+1$2 — x21+1 = 0. Sur lintervalle ]0, +o0[, h est constante, égale
ah(l)=2-7.
1 us
Vax >0, Arctan(x)+ Arctan (;) =5
c) Arctan est dérivable en 0 et Arctan(0) = O : ArCtzn(x) = ArCtan(ziingtan(o) —
Arctan’(0) = 1.
Arctan(x) T
2. Une densité.
a) f est continue et strictement positive sur R, et f(x) = % . ﬁ admet pour

primitive  — 2 Arctan(e®). Pour 4, B > 0,

/B d—Q(At B—At —A —>27T_0_1
_Af(x) v = —(Arc an(e”) — Arctan(e™)) yvwe ;(5 )_ _

+oo
/ f(x)dx converge et vaut 1.

—0o0

b) f est positive, continue sur R, d’intégrale égale a 1 :

‘ f est une densité de probabilité. ‘

3. Fonction de répartition.
Pour € R, F(x) = lim 2(Arctan(e”) — Arctan(e™4)) :
A—4o00 ™

2
F(z)= - Arctan(e”).

4. Simulation.

a) F est continue et strictement croissante sur R (car F' = f > 0), de limites

%Arctan(O) =0en —oo et % -5 =1 en +oo. Par le théoréme de la bijection,

’ F réalise une bijection de R sur |0, 1]. ‘
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b) U est a valeurs dans 0, 1[. Pour u €]0,1[, [U < u] = [X < F~(u)] (F strictement

croissante), donc P(U < u) = F(F~'(u)) =u ; P(U <u) =0siu <0et1si

u > 1.
U < U([0,1)).]
c) Pour y €]0,1[, ¥ €]0,Z[ et 2 Arctan(e®) = y = % = tan (%) < =z =
In tan (Ty) car tan(%) > 0). S U o U([0,1]), alors P(F~Y(U) < x) = P(U <

ta
F(z)) = F(z) : F~Y(U) suit la loi de X.

Fly)=In (tan (%))

def simulX():
U = rd.random()
return np.log(np.tan(np.pi*U/2))
(La valeur U = 0, renvoyée avec une probabilité nulle, est sans incidence.)

5. Moments.

a) Pour tout réel z, e + e7® > el*l, donc 0 < [z[f(z) < Z|z|e”l#l. L’intégrale
f0+°° xe ¥ dx =T'(2) = 1 converge ; par parité et comparaison de fonctions positives,
fj;o |z| f(z) dz converge. X admet donc une espérance, et comme f est paire,
x +— xf(x) est impaire :

E(X) =0,

b) De méme, 0 < z?f(z) < 222e71#l et [ 2%e~* dz = I'(3) = 2 converge :

2 admet une espérance (théoréme de transfert).

6. Calcul de la variance.

a) Le changement de variable u = nt, de classe C! et bijectif de ]0, +oo[ sur lui-
@)

méme, montre que f0+°° t2e~ " dt a la méme nature que ng f Cute tdu = il

qui converge :
+00 2
/ e dt = —.
0 n

Par somme géométrique de raison —e 2! £ 1,

b) Pour t >0

) et_’_eft = 1+e*2t

P —2t\p+1 —t —(2p+3)t
;1= (—e 2yt e pe(p+)

_1 k 7(2k+1)t — — _ .
kz::()( )re 1+4+e 2t 1+e 2t +( 1+4+e 2t

On multiplie par 2 et on inteégre sur [0, +0o[ ; toutes les intégrales convergent (a),

question 5.b, et 0 < tQH;f;S)t < tze*(2p+3)t), d’ou par linéarité

+oo $2,—(2p+3)t

p —+o00
-1 ’“/ 2~ @At qp — T4 (—1 P/ - dt.
;§)< ) ; e +(—1) =

0

dt < 525y —— 0:

. . 7 rd 2 2 +3
c) Par la majoration précédente et a), 0 < [;F> ¢ G (2p+3) n
p——+00

1—1—6*2’5

+o0 {2~ (2p+3)t
lim ———dt =0.
p—+oo Jo 1+4+e 2

at
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d) Para), b)etc), >0, % — I :la série converge et I =237+ (2(];% Comme
E(X) =0 et que 2 — 22 f(x) est paire, V(X) = B(X?) =2 [;f®2?f(z) dz = ir1.
Ainsi

8§ IX  (—1)k 8 w? 72
VX)==) —————==—"— V(X)=—.
(X) n§(2k+1)3 T 32 (X) =

7. La variable Y = ¢¥X et son maximum.

a) Y est a valeurs dans |0, +00[, donc G(x) = 0 pour z < 0. Pour z > 0, G(z) = P(X <

Inz) = F(lnz) = 2 Arctan(z). G est continue sur R (en 0 : 2 Arctan(0) = 0) et de

s
classe C! sur R* : Y est & densité, et en dérivant,

G(x) 2 Arctan(z) siz >0 (2) ﬂ(%wg) siz>0
) = y €Tr) =
0 six <0 g 0 six <0.

b) [M, <z|=N,[Y: < 2] et, par indépendance, G, (z) = G(x)" :

Gn(x) = (% Arctan(w))n six >0, Gn(z)=0siz<0.

c) Notons Z,, = 57-, bien défini car M, > 0. Pour 2 <0, P(Z, < z) = 0. Pour = > 0,
comme M,, est a densité,

Pz <o) =P, 2) =1 Go(2) =1 - (1 2 v (2))"

grace & 1.b. Posons v, = 2 Arctan(£) — 0. Par L.c, v, ~ 22 et In(1 — v,) ~ —0n,
donc nln(1 — vy,) ~ —nv, — —2%. Par continuité de 'exponentielle, (1 — v,)" —
e~2%/™ Ainsi P(Z,<xz)—1-— e~ 2%/™ pour & > 0, et 0 pour z < 0 : on reconnait la
fonction de répartition de la loi £ (%), continue sur R. Par définition de la convergence
en loi,

6
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Exercice 3 — Un endomorphisme symétrique

Exercice 3 — f(z) = >; Ai(ui, x)u;

(u1,...,up) est orthonormale, U = Vect(u1, ..., up), les A; sont non nuls et K = />

Corrigé — Exercice 3.
Partie 1 : étude de f

1. Endomorphisme symétrique.

Par linéarité du produit scalaire en x, f est linéaire, et elle est a valeurs dans E. Pour
x,y € B,

(f(x),y) = Z:Muzsﬂc)(ui,y%

expression symétrique en x et y, donc égale a (f(y),z) = (z, f(y)).

‘ f est un endomorphisme symétrique de F. ‘

2. Cas \y=---=)\,=1.

f(x) = > (ui, x)u; 5 (u1,...,up) étant une base orthonormée de U,

‘ f est la projection orthogonale sur U ‘

3. Noyau et image.

a) La famille (u;) étant libre, f(z) =0 <= Vi, \i(uj,z) =0 < Vi, (u;,z) =0
(car \; # 0), c’est-a-dire z € U™,

Ker(f) =U", dim Ker(f) = dim E — p.

b) Par le théoréme du rang, rg(f) = dim E — (dim E — p) = p. Or Im(f) C U (chaque
f(z) est combinaison des u;) et dimU = p :

re(f) =p, m(f)=U]

4. Valeurs propres.

fluj) =32 Niui, uj)u; = Aju; et u; # 0 (de norme 1) :

Vi e [l,p], A;j €Sp(f), u; est un vecteur propre associé.

Partie 2 : convergence d’une suite de vecteurs de F

5. Unicité de la limite.

Si (yn) converge vers y et vers y', I'inégalité triangulaire donne 0 < ||y — ¢/|| <
ly — ynll + llyn — ¥'|] = 0. Par encadrement, ||y — /|| =0 :

/

y=1.
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6. Majoration de | f(x)|.

La famille (u;) étant orthonormale, le théoréme de Pythagore donne

1 ()]* = Z)‘2Uz7

Par I'inégalité de Cauchy—Schwarz, (u;,x)? < |Ju;||?||z]|?> = |lz||?, donc ||f(x)|? <
K|z -

I (@) = ZAQ ui, ), ||f(@)] < K.

7. La suite z,41 = f(zp)-

a) Par récurrence : c’est vrai pour n = 0, et si ||z,| < K"||zol, alors ||zp41] =
1f (@)l < Klnll < K™l

[Vn €N, Jaal < K"[zol]

b) Comme 0 < K <1, K" — 0, donc ||, — Og|| — 0 par encadrement :

‘ (x,) converge vers Of. ‘

c) 0 < |zn| < [lzol|K™, terme général d’une série géométrique convergente (0 < K <
1). Par comparaison de séries a termes positifs :

ZH.’En | converge.
n
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Probléeme — Intégrales de Wallis généralisées et pile ou face

s , _ dt
Probléme — u,, = [0 1+t —, Jp = [( L

(1+t—)

_ [too
In=J (1+t2
faces) en 2n lancers.

Y de sorte que J,, = u, + I,. X,, (resp. Y,) est le nombre de piles (resp.

Corrigé — Probleme.
Partie 1

1. Monotonie.

a) Pour t €[0,1], 1+t > 1 donc 0 <
de lintégrale (0 < 1) :

1 cps ez .
(th)nH < arey Par positivité et croissance

‘VnEN, 0 <upyi Sun.‘

b) La suite est décroissante et minorée par 0 ; par le théoréeme de la limite monotone,

‘ (up) converge. ‘

2. Limite de (uy).

a) Soit ih(z) =1+z—e*?sur [0,1] : ¢/ (z) =1 — %ew/Q >1- % >0 care < 4. 1 est
croissante et 1(0) = 0, donc ¢ > 0 :

vee[0,1], 2 <14z

b) Pour ¢ € [0,12], 2 € [0,1], donc 1 + 12 > /2 > 0, puis (1 + £2)* > */2 e

ﬁ < e™™/2 En intégrant :

1 2
Up, S/ e "2 .
0

c) t— \/‘/2;” —nt?/2 egt la densité de la loi N(0,1), d’intégrale 1 :

/+Oo e 2 g — 2T
oo n’

d) Par positivité et parité, [ e —nt?/2 4y < Jor<e —nt?/2 gy = 2% Ainsi 0 < u,, <
\/ 25, pour n > 1, et par encadrement

lim wu, =0.
n—-+o0o

Partie 2
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3. Convergence de J,.

Pourn > 1, t— (1&2)” est continue sur [0, +oo[ et 0 < 0
Arctan(A) — 7 : par comparaison de fonctions positives,

oo dt
/0 m converge.

Orf‘4 dt —

1+t2) = 1+t2 1442

4. Limites de I, et J,.

a) Pourt >1,0< (1+t2)n < 7, et f+w%: 57 2n>1):

b) Par encadrement :

lim I, =0.

n—-+00

c) Jn = u, + I, (relation de Chasles) et la question 2.d donne

lim J, =0.

n—-+00

5. Relation de récurrence.

a) Soit A > 0. On integre par parties sur le segment [0, A] avec u(t) =t et v(t) =
(1+t2)™, de classe C! sur [0, A], u/(t) = 1, v'(t) = —2nt(1 +3)""~1

A dt ¢ /2
/0 (1+t2)n:[(1+t2)} 2 / Wdt

A A 1 1
T arane ' 2”/0 <(1 Fer +t2)"+1> d,

en écrivant t? = (1+?) — 1. Comme n > 1, ﬁ < ﬁ — 0 ; en faisant tendre
A vers 400 :

Jn = 20(Jy — Jny1).

b)

Ji = lim Arctan(4) =
A—4o00

Do

c) D’aprésa), 2 In — 9(J,,— Jpi1). Par télescopage, 0, ‘Z‘ =2(Ji—JNy1) = 201 =,
car Jy41 — 0 (4.c).

+00
JIn JIn
E — converge et E — =T
n n
n>1 n=1

d) D’apres a), Ju11 = Jn ‘2]; = QZ;IJH, soit Jj, = %Jk_l pour k > 2.
def suiteJ(n):
J=np.pi/2
for k in range(2,n+1):
J=Jx(2%k-3) / (2¥k-2)
return J

10
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6. Expression de J,1.

0
Par récurrence sur n. Pour n =0:J; = § = 5 - (4%). Si la formule est vraie au rang n,
la relation 5.d au rang n 4+ 1 donne

ol

J _2n+1 7 @ 2n+1
nt2 = 5 Tl T 5 T 72@4_1),
o Ga) _ G @na@enty () 241
4ntl T 4n 4n+1)2  4n 2(n+1)
2n
¥n €N, Jnﬂzgx(ﬁl)
Partie 3

7. Autant de piles que de faces.

a) X, compte les succes (« pile », de probabilité %) dans 2n épreuves de Bernoulli
indépendantes :

X, o B(2n,3).

b) X, +Y, =2n,donc [X,, =Y,] =[X, =n] et

am\ 1 (3 2 2 ;
P(Xn = Yn) = n QT” - 4T - ;Jn“‘l’ P(Xn - Yn) - ; ntl n—+400 0-

c) La piece étant équilibrée, les roles de « pile » et « face » sont symétriques : Y,, suit
la méme loi que X, et [X,, > Y, ] = [V, <nl, [X, <Y,] =[X, <n].

|P(X,, < Yy) = P(X, <n) = P(Y, <n) = P(X, > Y,).|

d) Les événements [ X, < Y,], [X, = Y,], [X, > Y,] forment un systéme complet,
donc 2P(Xp < Yy) =1 — P(Xp = Yp) — 1 :

1
lim P(X, <Y,)= 3.

n—-+00

8. Avec le théoréme central limite.

a) Y2 7, compte les lancers, parmi les 2n premiers, ayant donné « pile » :

2n
> Zj = Xn.
k=1

, d’espérance % et de variance i > 0. Par le

~—

b) Les Zj sont indépendantes, de loi B(%

PR .. " 2?21 Zk - % . .
théoreme central limite, S}, = — converge en loi vers A(0,1) ; il en est
2
Xn—n

de méme de la suite extraite S5, = NGTIE (les fonctions de répartition convergent
n

en tout point). Or [X,, <Y,] = [X,, <n]=[55, < 0] et,  étant continue en 0,

P(X, <Y,)=P(S;, <0) —— (0), lim P(X,<Y,)= 1

n——+o0o n——+o0o 2
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c) P(X, <Y,) =P(X, <Y,)— P(X, =Y,) = 1 —0 (question 7.b) :

1
lim P(X, <Y,)= 3.

n—-+00

12



