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Mathématiques approfondies

Corrigé du sujet adapté — 2024

Les questions et sous-questions conservent la numérotation de I’énoncé. On note Tr la trace, E
et V lespérance et la variance, ® la fonction de répartition de la loi N'(0,1).

Probléme 1 — Racines carrées de matrices

Probléme 1 — Equation M2 = A et méthode de Newton matricielle

On cherche les M € M,,(R) telles que M? = A, puis on étudie la suite M1 = %(M;ﬁ—M,f)

Corrigé — Probléeme 1.
Partie 1 : Racine(s) d’une matrice carrée

1. Commutation.
AM = M?*M = M3 = MM? = MA :

AM = MA.

2. Inversibilité.
Si M est inversible, A = M? I'est (produit de matrices inversibles), d’inverse (M ~1)2.
Réciproquement, si A est inversible, M(MA™') = M?A~! = I,, : la matrice carrée M
admet un inverse a droite, donc est inversible.

‘A inversible <= M inversible.‘

3. Exemple en taille 2.

2
a) A? = ( 0 1) = <_1 0 ) = —I,. Ainsi X? + 1 est un polynéme annulateur

-1 0 0 -1
de A ; les valeurs propres de A en sont racines, or X2 + 1 n’a pas de racine réelle :
Sp(4) = 2.

A%? = —I,, A nlest pas diagonalisable.

2

cla+d) = —1 = —b(a + d) donne ¢ = —b ; enfin a® + bc = 0 = bc + d? donne
(a —d)(a+d) =0, donc a = d.

‘a:d et b= —c.
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a?® — b? 2ab
—2ab  a® —b?
2ab=1.8i b= —a, —2a% = 1 est impossible ; donc b = a et 2a® = 1, soit a = i%.

c)Avecd—aetC——b,M2—< ).DOHCMz—A<:>a2—bQGt

Réciproquement ces matrices conviennent.

1 1 1 1 1 1
M:\/ﬁ<—l 1) ou MZ_\/§<—1 1).

4. Une matrice sans racine carrée.

0 0O
a) On calcule A2= [0 0 0| et A*> = 0. Le polynéme X3 annule A, donc Sp(4) C
1 00

{0}. Si A était diagonalisable, elle serait semblable & la matrice nulle, donc nulle :
ce n’est pas le cas.

’A n’est pas diagonalisable. ‘

b) M* = (M?)? = A2 #£0 et M® = (M?)3 = A3 = 0. L’ensemble {k € N* : M* = 0}
contient 6, donc p existe ; comme M* = 0 entraine M* = M*~*M* = 0 pour k < 4,
onap>5.

M* 0, M® =0, 5<p<6.

c) Comme fP~1 #£ 0, il existe u tel que fP~'(u) # 0 ; en particulier u # 0. Soient
co,-..,Cp—1 tels que Zi;é cxf¥(u) = 0. Supposons les ¢ non tous nuls et soit j le
plus petit indice tel que ¢; # 0. En appliquant P17 les termes d’indice k > j
donnent fP~1*(*=7)(y) = 0 (exposant > p) ; il reste ¢; fP~'(u) = 0, d’ott ¢; = 0 :
contradiction.

(u, f(u), ..., fP7 (u)) est libre.

d) On obtient une famille libre de p > 5 vecteurs dans R3, de dimension 3 : c’est
absurde.

L’équation M? = A n’a pas de solution.

5. Les solutions de M2 = I,,.

a) X2 —1= (X —1)(X +1) est annulateur de M ; les valeurs propres de M en sont
racines :

Sp(M) € {-1,1}.]

b) Pour z € R", z = “’2”(5”) + :v—];(:t), avec, puisque f? = id, (f — id)(iﬂg(ﬂc)) =

J%% =0et (f+ id)(z_g(x)) = :C_f;(fc) = 0. Si f(z) =z et f(z) = —=z, alors

z = 0.

|R” = Ker(f — id) @ Ker(f +id). |

c) En concaténant une base de Ker(f — id) et une base de Ker(f +id), on obtient une
base de R™ formée de vecteurs propres de f :

’M est diagonalisable. ‘

d) Si M? =1, par ¢) et a), M = PAP~! avec P inversible et A = diag(e1,...,&n),
g; € {—1,1}. Réciproquement, (PAP~1)2 = PA2P~! = P[, P! = I,,.

{M: M?* = 1I,} = {Pdiag(ey,...,e,) P : P inversible, ¢; € {~1,1}}.
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6. Cas de n valeurs propres distinctes.

a) A€ M,(R) admet n valeurs propres distinctes : elle est diagonalisable.

A=PDP !, D = diag(A1, ..., Ay), P inversible.

b) M = PNP~! donc M? = PN?P~! et M?> = A = PDP™! +— PN?P~! =
PDP™! < N? =D (P inversible).

(M?=A < N?=D.|

c) Si N2 = D, la question 1 (appliquée & D et N) donne ND = DN. Le coefficient
(l,j) s’écrit (N)z‘,j)\j = )\i(N)i,ja d’ou (N)i7j(/\j - )\z) =0et (N)iﬂ' =0 pour ¢ # j
(valeurs propres distinctes).

‘ N est diagonale. ‘

d) Si N = diag(p1,...,pm), N> = D <= Vi, u2 = X\;.. Si un \; est strictement
négatif, c’est impossible :

‘pas de solution si A a une valeur propre strictement négative. ‘

e) Si tous les \; sont positifs ou nuls, u; = £/A;, et

{M: M? = A} = {Pdiag(e1V/ )1, ... enV M) Pl e € {—1,1}},

ce qui fait 2" solutions distinctes si tous les \; sont strictement positifs, et 277! si

A1 =0.
7. Racine carrée symétrique positive.
a) Par le théoréme spectral, A = QDQ~! avec @ orthogonale (Q~! = Q) et D =

diag(A1,...,A\n), Ai > 0. Posons M = Qdiag(vA1,...,vVA)'Q : 'M = M, ses
valeurs propres sont les /\; > 0 et M? =QDQ~ ! = A.

M = Qdiag(v/ M1, ..., V) 'Q convient.

b) i) M; et My sont symétriques réelles : par le théoreme spectral, elles sont diago-
nalisables dans des bases orthonormées.

M, = PLD1P[', My = P,DyP; ', Py, P, orthogonales.

ii) M? = M3 = A donne P,D?P; ! = P,D3P; !, puis, en multipliant & gauche par
P L et a droite par Ps, D2P = PD3. Coefficient par coefficient :

D?P = PD3, aZ(P);; = (P); b3.

% ©3%)

iii) Si (P);; # 0, alors a? = b?, donc a; = b; (tous deux strictement positifs) ;
si (P);,; = 0, I'égalité est triviale. Ainsi a;(P);; = (P)i;b; pour tout (4,7),

c’est-a-dire
D1P = PDs.
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iv) Dy = PDyP~! donc My = PLPDyP~ Pt = P,DyPy ! = My (car PP = Py).

Partie 2 : Une suite de matrices

8. Un produit scalaire.

("AB);; = X2, AijBij, donc Tr(*AB) = 37, ; A; jB; ;. Cette expression est bilinéaire,
symétrique, et Tr(*AA4) = >i A%’j > 0, nul si et seulement si tous les A; ; sont nuls.

(A, B) — Tr(*AB) est un produit scalaire sur M, (R).

9. Comparaison de normes.
(M)Z}j‘v HMH% = Zi,j(M)?,j < n2M2 :

Avec p = max; ;

[Ml]2 <n max |
1<4,5<n

(M) ;|-

10. Passage a la limite dans un produit.

(KiMpK2)i; = >701 3 g=1(K1)ip(Mg)p,q(K2)q,; est une combinaison linéaire finie, a
coefficients fixes, de suites convergentes ; elle converge vers 3, (K1)ip(L)pq(K2)q; =
(KlLKQ)Z"j.

lim KiMpKe = K1LKo,.

k——+oo

11. La suite réelle u,, 11 = @(um,).

i) _ (z=1)(z+1)
2

a) ¢ est dérivable sur R*, impaire, et ¢/(z) = (1 — - ST

T —00 —1 00 1 +00
o' () + 0 - I - 0 +
p(x) | =00 S =1 N\ —oof +00 N\ 1 A +4o0

b) Montrons par récurrence que, pour tout m > 1, u,, est bien défini et u,, > 1. On a
12
up = a > 0, donc u; = p(a) est défini et p(a) — 1 = % > 0. Si uy, > 1, alors
Um 7 0, U1 = @(Up,) est défini et w1 > 1 par le méme calcul.

’a>0 = VYm >1, uy > 1 (donc |uy,| > 1 et uy, du signe de a).‘

2 . L
c) Poura>0etm>1: Uupis — Uy = 121::1““ < 0. La suite (Um)mzl est décroissante

et minorée par 1 : elle converge (théoreme de la limite monotone) vers € > 1. Par
continuité de ¢ en €, € = ¢(¢), soit €2 = 1, donc € = 1. Si a < 0, 'imparité de ¢
montre que la suite associée a a est 'opposée de celle associée a —a > 0 : elle est
croissante et tend vers —1.

1 sia>0

(Um)m>1 est monotone et converge vers € = )
- -1 sia<O.

d) Pour |z] >1,0<1— - <1, donc
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e) On suppose |a| > % ; par imparité, on peut supposer ¢ > 0, donc € = 1. Le cas
m = 0 est clair.
e Passage dem =0dam =1.|uy — 1| = % = %\a—l] < %la—1], car
la — 1| < a lorsque a > 3.
o Pour m > 1. u,, et 1 appartiennent a [1, +oo], intervalle sur lequel |¢/| < 1 (d).
Par I'inégalité des accroissements finis, |um11 — 1| = |[@(un) — (1) < $um —1].

Par récurrence immédiate :

VmeN, |up,—¢| < (%)m\a — .

12. La suite matricielle.

a) A est symétrique réelle : par le théoréme spectral, il existe P orthogonale telle que
Do = P~ AP soit diagonale. Ses coefficients diagonaux sont les valeurs propres de
A, non nulles car A est inversible.

Dy = P7rAP =diag(A1,..., \), N #0.

b) Par récurrence : My = A et Dy conviennent. Si M}, est définie et Dy = P~ M P =
diag(dy, . .., d,) est diagonale inversible, alors My, = PDyP~! est inversible, M, -
PD,;lel, Mj.41 est définie et

Dji1 =P ' My 1P = = (D, + DY) = diag (¢(d1), . . ., o(dn)),

diagonale, inversible car |p(d;)]

1
Dii1 = §(Dk + D,;l), Dy, diagonale inversible.

c) D’apres b), (Dg)ii = u,(;), ol (u,(;)) est la suite de la question 11 de premier
terme a = A;. Elle converge vers ¢; € {—1,1} (signe de \;). Ainsi D, — A =
diag(e1, ... ,en) coefficient par coefficient et, par 10, My, = PDP~! — L = PAP™,
avec L? = PA’P~ 1 =],.

lim My =L =PAP™!, L? =1,.

k—4o0

d) On suppose ici que toute valeur propre \; vérifie |\;| > % Par 11.e, pour tout [,
[ug — &1l < (3)*IN = el < (3)E + p(A)).

i) M, —L = P(Dj,—A)'P (P orthogonale), donc (My,— L) ; = Y7y Py Py (ul) —
g1). Par I'inégalité de Cauchy—Schwarz et le fait que les lignes de P sont de
norme 1,

(M~ L)igl < (5) 1+ (A DDA il < (5) (1 p(A)).

La question 9 donne alors

1M~ Ll < n(5) (4 p(4).

at
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étant invariante par similitude,

IC1 =T ((Dk = A)) = - (! — ) < n(

4

k 2
) (14 p(4)),

1M~ Ll < Va(5) (1 4+ ().

def suite_matricielle(A):
len(A)

.eig(A) [0]

x, y = max(v), min(v)
U, k=4, 0

rho = max(x, -y)

n

[}

vV = a

k = k+1
U= (U + al.inv(U))/2
return U

while np.sqrt(n)*(1/2)**k*(1+rho) > 10%x(-3):

La fonction renvoie M}, avec | M, — L|j < 1073,

6

G. Bignon

ii) C = My — L = P(Dy, — A)P est symétrique et 'CC = P(Dj, — A)?'P. La trace

e) p(A) = max(z,—y) ou = et y sont la plus grande et la plus petite valeur propre. On
itere jusqu’a ce que le majorant de d.ii soit inférieur & 1073.



emlyon — Mathématiques approfondies — 2024 G. Bignon

Probleme 2 — Sommes d’exponentielles et formule de Stirling

Probléme 2 — S, = Y| + -+ Yy, ¥; < E(A)

W_)\S on_S’ :% m’R(u)zln(l—Fu)—u—f—%

n!

Corrigé — Probleme 2.
Partie 1 : Préliminaires

1. Les intégrales I,,.

Ip = limy s 00(l — e ) = 1 = 0!. Supposons que I,,, converge et vaut m!. Pour
A > 0, on intégre par partles sur [0, A] avec u(t) = t™* v(t) = —e7t, de classe C!,
u'(t) = (m+ Dt V' (t) =e

A A
/ e tdt = —A™le™ A - (m + 1)/ t"me tdt —— (m+ 1)1,
0 0

A—+o00

par croissances comparées. Donc I, 41 converge et vaut (m + 1)

\vmeN, Im:m!.\

2. Une suite de densités « en triangle ».

|
|
|
!
!
|
|
l
1 2
a) n n
hy, est positive, continue sur R (les morceaux se raccordent en 0, - L 2) nulle hors

de ]0, 2], et

1/n 2/n 2 1
/ n2tdt + n2(— _ t) dt = — 1.
0

1
1/n n 2 2

’ h,, est une densité de probabilité. ‘

b) h,(0) =0. Sit €]0,1], pour n > 2, ¢t > 2 donc hy(t) = 0.

vt e[0,1], lim hy(t) =0.

n—-+o0o

c¢) Pourn>2, 2 <1donc fy hy=[T2h, =1

1 1
lim [ ha(t)dt=1£0= / Hm  hy,(t) dt.
0

n—+oo Jo n—-+o0o

Partie 2 : Etude de S,
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3. Moments de 5,.

Chaque Y; admet une espérance % et une variance /\% Par linéarité, et par indépendance
pour la variance :

E(Sn) =

n
A?

4. Loi de S,.

a) Pourz >0, P(X;<xz)=P(Y;<3)=1—-e" et P(X;<x)=0pourz<0:

b) AS1 = X; <= y(1). Si AS,, = 7(n), alors AS,+1 = AS,, + Xp+1, avec AS,, (fonction
de Y1,...,Y,) et X,,11 indépendantes (lemme des coalitions) ; par stabilité des lois
gamma par somme, AS, 1 < y(n + 1).

‘Vn e N, AS, = 7y(n). ‘

c) v(n) a pour densité t — % sur ]0, +-o00[ (nulle ailleurs), avec I'(n) = (n — 1)!.

Comme S,, = %()\Sn), la formule de densité d’une transformation affine donne
fs,(t) = AMas, (ML)

fs, (t) = (nil)!e”w)"l sit >0, fs, (1) =0sit<O0.

5. Moments de 1/5,,.

Sp > 0 presque stirement. Par le théoreme de transfert, % (r € {1,2}) admet une

espérance si et seulement si f0+ *t"fs, (t)dt converge. Le changement de variable
u = Mt (de classe C!, bijectif de |0, +oo[ sur lui-méme) montre que cette intégrale a la

méme nature que
AT +0o0 1
7/ u" e  du.
(n—1)!Jo

Prés de 400 I'exponentielle assure la convergence ; prés de 0, u? 1= "e™% ~ yn~ 177
dont I'intégrale converge si et seulement si n —1 —r > —1 (Riemann), c’est-a-dire n > r.

A (n—1—7)!

Dans ce cas, la valeur est =7 —y— (question 1).

a)

E(; ) existe <= n > 2, E<i> = A

b) E(S—lﬁ) existe si et seulement si n > 3, et vaut m Par la formule de Kénig—
Huygens,

1 A2 A2
"(5) = oohe=y  moie

1 , 1 2?2
V(S—n) existe <= n > 3, V(S—T) = (=12 —2)
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6. Densité de W,.
W, = aS, + b avec a = % > 0 et b = —y/n. Par la formule de densité d’une

transformation affine, W, est & densité et fu, (t) = L fg, (=2), avec t;;ﬁ = Qt + %
\/>

fwn (£) = T”fsn (\ft ¥ %)

7. Convergence en loi.

X1+ +X,—n
Vn
d’espérance 1 et de variance 1. C’est la somme centrée réduite ; par le théoreme

central limite,

a) W, = , ou les X; = \Y; sont indépendantes, de méme loi £(1),

W, —E5— Z < N(0,1).

n—-+o0o

b) fol fw, = P(0<W, <1)= Fy,(1) — Fw, (0). Par définition de la convergence en
loi (® étant continue) :

lim /01 v (£) dt = B(1) — B(0) = /1 R

n—+o0o 0 V2r

Partie 3 : Estimation de A par maximum de vraisemblance

8. Vraisemblance.
Pour z > 0, fy(x) = Ae™*. Donc

n
LN z1,...,2p) = )\”e_)‘zkzlxk, YA\, z1,.. . x,) =nln X — /\Zxk.
k=1

9. Absence de point critique.

¢ est somme de nln\ (de classe C! sur R%) et d’une fonction polynomiale : elle
est de classe C! sur (Ri)”“. La dérivée partielle par rapport a la variable z1 vaut
R\, z1,...,2y) = =X <0 : elle ne s’annule jamais.

, . s +1
Y n’admet aucun point critique sur (R )""".

10. Maximum en .

Notons s = >,z > 0. ¢(A) = nln X = As, ¢'(\) = § — s, strictement positive sur J0, %
et strictement négative sur |2, +o00[ : ¢ admet un maximum atteint en un unique point.
Comme L = exp oy et exp est croissante,

n
s WAS0, LT, a) < LG a1, ).
z ST (A, 21 Tn) (Z, 21 Zn)

11. Biais de Z,,.
Par la question 5 (et n > 3), E(Z,) = nE(SLn) = " Xet V(Z,) = nQV(i) .

Sh,
B(Z) = ——\  V(Z,)= "’ A2
Yn -1 " (n—1)2(n —2)
Le biais E(Z,)— A = ﬁ est non nul mais tend vers 0 : Z,, est biaisé, asymptotiquement

sans biais.




emlyon — Mathématiques approfondies — 2024 G. Bignon

12. Estimateur sans biais.
Zy = 2217, = L vérifie B(Z,) = A et V(Zy) = =2V(2,) = 25 = 0. Par

Sn n
I'inégalité de Bienaymé—Tchebychev, P(|Z, — A| > ¢) < # — 0 pour tout € > 0.
7 n-l t sans biais et :
= ———— est sans biais et convergent.
" Y144 Y, &

13. Intervalle de confiance asymptotique.

Ona%:1+%eth>0.Donc

t ASy ta

Zn(1—3“ﬁ) <A< Zn(1+j%) — 1—\/4‘% <t < Hﬁ

Par 7.a et la définition de la convergence en loi, 1 — a,, := P(—to, < W, < t,) =
Fw, (ta) — Fw, (—ta) = 2®(ty) —1=1—a.

— —to < W, <t,.

P(Zn(l—\t/aﬁ)g/\anO—i—\t;%)):l—anml—a.

C’est un intervalle de confiance asymptotique de A au niveau de confiance 1 — a.

14. Fonction IdC.

On calcule Z,, = n/ 3" Y; puis les deux bornes.
def IdC(alpha, Y):

n = len(Y)

Z = n/np.sum(Y)

t = sp.ndtri(l-alpha/2)
A = Zx(1-t/np.sqrt(n))
B = Zx(1+t/np.sqrt(n))

return [A, B]

15. Application.

Chaque segment est l'intervalle de confiance obtenu pour un mois, et chaque point
marque la valeur annoncée \g = %. Seuls 3 intervalles sur 12 contiennent 0,1 : pour 9
mois sur 12, on rejette 'hypothese A = % au risque a. De plus, les 12 intervalles sont
décalés vers la droite : leurs centres Z,, sont tous supérieurs a 0,1. Si A valait 0,1, chaque
centre serait supérieur a 0,1 avec une probabilité proche de 3 (car P(W,, < 0) — 1), et
ce pour les 12 lots indépendants avec une probabilité de I'ordre de 2712.

On rejette A = %0 : X est plutdt de 'ordre de 0,102 a 0,104,

la durée de vie moyenne % est inférieure a 10.

La production ne respecte donc pas la durée de vie annoncée.

Partie 4 : Une convergence sous le signe intégral

16. Convergence de (uy,).

Uny1  (n4+1)" e W+ 1nl e _ 1 1
2) Un (n+ Dlnreyn (1+5> e donc vy = (n3) In (145)

1. La formule de Taylor—Young & l'ordre 3 en 0 donne In(1+z) = 2 — %2 + %3 +z3e(x),

10
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avec e(x) — 0. Avec z = 1 :

B 1y /1 1 1 e(1/n) 1 1 Mn
m=(n+3) (st t E ) T = ga e T
ol Ny = g5 L+ (14 55)e(2) — 0. Ainsi n?v, — 35 ¢
1

v ~ .
" n—too 12n2

b) v, est positif & partir d’'un certain rang et équivalent au terme général d’une
série de Riemann convergente : > v, converge, de somme o. Par télescopage,
Inu, =Inuy + Zz;ll v — Inwu; 4+ o, et par continuité de I'exponentielle :

E Uy, Cconverge, Uy —— £ =u1e? > 0.
1 n—-+o0o
n>

Expression de fyy,.

Posonss:@t+§.0nas>0<:>t>—\/ﬁet)\s:n( T) Pour ¢t > —/n,
par 6 et 4.c,
vn A At n—1 t \n=1 n"l/ne™m EN e
) =Y". 1 _novne Ty b
w0 =5 = = ( +\/ﬁ) (n—1)! ( +\/ﬁ) <

et nnf(;_?ﬁf" _ n"e;;\/ﬁ — % Pour t < —/n, fw, (t) = 0.

n t \n—1 _
fw, (t) = u27r (1 + %> e Visit> —/n, 0 sinon.

ﬂ

Limite simple de fy,.
a) Avec u = ﬁ > —1: (1+ u)n_le_\/ﬁt = (1 +u)texp(nln(l + u) — nu) et

nin(l+u) —nu = nR(u) — ”—;‘2 =nR(u) — % D’ou

e—t2/2

fiv (£) = un (14 i) nRt/vmE___ N

vn

b) R est dérivable sur | — 1, +oo[ et R'(u) = m —14u= ffTQu Pour u € [—3,1],

1+u > 3, donc |R'(u)] < 2u% Comme R(0) = 0, |R(u)| = | [y’ R/(s)ds| <
| Jo' 25% ds| = S uf’.

1 2
Vu € |:_ 57 1:|7 |R(U)| < M1|U’3, Ml = g

¢) Fixons t € R. Pour n assez grand, % [—l 1] et t > —y/n. Alors |nR(ﬁ)\ <
M1|\t/L — 0, donc enR(E/vn) 1 . ; de plus (1 + f)_l — 1 et u, — £. Par a) :

e—t2/2
i fw (8) = 6o = ().

11
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19. Passage a la limite dans l’intégrale.

a) i) Sur[0,1],1+ ﬁ >1>0et ﬁ €] —1,+00| : gn est de classe C' comme produit
et composée de fonctions de classe C!, et

gn(t) = —\}ﬁ(l + \;ﬁ)_ze”m/ﬁ) + (14 \/tﬁ)_l\/ﬁR’(\/tﬁ)enR@/ﬁx

Comme 0 < (1+ ﬁ)_l < 1, linégalité triangulaire donne

9, (8)] < (;ﬁ + \/ﬁ‘R’(\/tﬁ) Jenrtr v,
ii) Pour u € [0,1], |R (u)| = 1:_72“ <u?:

‘MQ = 1 convient. ‘

iii) Pour t € [0,1], u = 2= € [0,1], et par 18.b, nR(u) < nMu® = M 1= < My,
d’ott e"BH/VM) < M Avec i),

1 (14 My)eM
vn vnooo

Comme g,(0) =1 (R(0) = 0), 'inégalité des accroissements finis sur [0, t] donne

() — 1] < M) 4

/ t2 My
920 < (= + VMo — et <

C
lgn(t) — 1] < 7%, C1 = (1+ M),

iv) [gn(t)] <14 |gn(t) —1] <14+ Cy -

[gn®)[ < Ca,  Ca=1+0Cy]

b) Pourt € [0, 1], 18.a s’écrit fyy, (t) = ungn(t)fz(t), donc fiw, (t)—Lf7(t) = (ungn(t)—
Ofz(t) = ((un — €)gn(t) + (gn(t) — 1)) fz(t). Par l'inégalité triangulaire et la
croissance de l'intégrale (fz >0, £ > 0),

[ o= [ ez ar] < (Cotun a1+ “2) [ a0

c) Le majorant tend vers 0 car u, — ¢ (16.b). Par encadrement :

n—-+o0o

1 1
lim /0 fw (£ dt = ¢ /0 F2(1) dt.

20. Valeur de ¢ et formule de Stirling.

Par 7.b et 19.c, et unicité de la limite, Ef(} fz = fol fz. Or fol fz > 0 (fz continue
strictement positive), donc ¢ = 1, soit % V2t ],

=1, n! ~ n"e"V2mn.

n—-+0o0o




