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HEC-ESSEC — Mathématiques 1

Mathématiques approfondies

Corrigé du sujet adapté — 2024

Les questions et sous-questions conservent la numérotation de 1’énoncé. Les notations E et
V désignent l’espérance et la variance. La transposée d'une matrice A est notée 'A. Pour
A e My m(R), A est le coefficient en ligne 7 et colonne j.

Partie I — Existence des matrices de Hadamard

Partie I — Matrices de permutation, de Hadamard et produit ®

H € M,(R) (n > 2) est une matrice de Hadamard, de colonnes cy,..., ¢, et de lignes
¢1,...,€y. Une matrice de permutation associée a une bijection o vérifie P;; = §; 5(;)-
Questions 1 a 14.

Corrigé — Partie 1.

1. Matrices de permutation.

Soit o la bijection associée a P. Pour (j,k) € [1;n]?,

n n
("PP)jr =D PijPik = Y 0i0(3)0iat) = 0o(j) o) = jik;
i=1 i=1
la derni¢re égalité venant de l'injectivité de o. Donc ‘PP = I,,. Ensuite, pour tout (i, j),
(Plig = Pii = 8j.0t) = 0510 = Si0-1(5);

car j = 0(i) <= i=0"'(j). Comme 0! est une bijection de [1;n],

Pe O, et 'Pestlamatrice de permutation associée & o L.

2. Caractérisation des matrices de Hadamard.

Notons ¢, ..., g, les colonnes de Q. Pour tout (j, k),

n
(QQ)jk = QijQik =4 G-
i=1
= Si ) est de Hadamard, ses coefficients valent +1, donc Q?’j =1.Pourj #k, 'qjq: =0
par orthogonalité des colonnes, et tqjqj =3 sz,j = n. Donc 'QQ = nl,.
< Si 22] =1 pour tout (4,5), alors Q; ; € {—1,1}. Si de plus 'QQ = nl,, les coefficients
non diagonaux sont nuls : ‘gjgx = 0 pour j # k. Les colonnes sont deux a deux
orthogonales.

Q de Hadamard < 'QQ = nl, et V(i,5), Q7 ; = 1.
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3. La transposée de H.

D’apres la question 2, 'HH = nl,,, donc t(ﬁ )ﬁH = I,,. La matrice carrée ﬁ

admet donc ﬁtH comme inverse a gauche, donc comme inverse : ﬁH . ﬁtﬂ =1,
c’est-a-dire
‘'H)'H = H'H = nl,.

Les coefficients de 'H sont ceux de H et vérifient donc (*H )12] = 1. La question 2 donne

'H est de Hadamard : les lignes ¢1, ..., ¥, sont deux & deux orthogonales. ‘

4. Stabilité par permutation et changements de signe.
La matrice D vérifie ‘DD = D? = I,, (ses coefficients diagonaux valent +1) : elle est
orthogonale, comme P (question 1). Si R € O,,, alors

YRH)(RH)="H'RRH ='HH = nlI,.

o Coefficients de PH : (PH);j = >4 6 o(kyHr,j = Ho1(3); € {—1,1}.

o Coefficients de DH : (DH); ; = D;;H; j € {—1,1}.

Par la question 2, PH et DH sont de Hadamard. Pour HP et HD : 'H est de Hadamard
(question 3), ‘P est une matrice de permutation (question 1) et ‘D = D. Ce qui précede
appliqué & ‘H montre que 'P'H = (HP) et D'H = {HD) sont de Hadamard. La

question 3 appliquée a ces matrices donne que leurs transposées HP et HD le sont
aussi.

‘PH , DH, HP, HD sont des matrices de Hadamard. ‘

On retiendra que (HP);; = > H;i k0 0(j) = H;o(j) ¢ la j-itme colonne de HP est

Co(;)- Multiplier a droite par P permute donc les colonnes, et multiplier a droite par D
change le signe de certaines colonnes.

5. Une matrice de Hadamard de premiére ligne (1,...,1).

Soit D = diag(Hi 1, ..., H1 ), diagonale a coefficients 1. Alors
2
(HD)1; = H1;D;; = Hi ; = 1.

D’apres la question 4,

S = HD est une matrice de Hadamard dont la premiére ligne est (1,...,1). ‘

6. Parité de n.

Soit S comme a la question 5. D’apres la question 3 appliquée a S, ses lignes sont deux
a deux orthogonales ; comme n > 2, la deuxieme ligne existe et

n n
0=> SixSek = Sop
k=1 k=1

Si a désigne le nombre de coefficients égaux a 1 dans la deuxieéme ligne, cette somme
vaut @ — (n — a) = 2a — n. Ainsi n = 2a :

’n est pair, et chaque ligne i > 2 de S contient n/2 coefficients égaux a 1.

(Le méme calcul vaut pour toute ligne i > 2.)
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7.

10.

Une identité sur les lignes de S.

Par la question 3, les lignes de S sont deux a deux orthogonales. Pour i # m dans
[2;n], les indices 1,4, m sont distincts, et on développe :

n

> (i + 1) (S +1) }:Smﬁmk+§:&k&k+§:5mw%k+§:1
k=1

=0 =0 =0

en utilisant S7 ; = 1. D’ou

n
Z zk+1 mk+1)_n
k=1

. n =2 ou n multiple de 4.

Sin # 2, alors n > 3, donc n > 4 puisque n est pair. On applique la question 7 avec
i =2, m = 3. Chaque facteur S;  +1 vaut 0 ou 2, donc chaque terme (S, +1)(S3+1)
vaut 0 ou 4. En notant b = #{k | So 1, = S3 = 1}, on obtient n = 4b.

‘n:2 ou TLEO[4].‘

. Forme normale des trois premiéres lignes.

On suppose n > 2, donc n > 4 (question 8) et la troisieéme ligne existe. Partons de
la matrice S de la question 5. D’apres la question 6, sa deuxiéme ligne contient n/2
coefficients égaux a 1 et n/2 égaux a —1.

e Soit oy une bijection de [1;n] telle que Sy, (jy = 1 pour j < n/2 et Sy, ;) = —1
pour j > n/2. Avec P; la matrice de permutation associée, T1 = SP; est de Hadamard
(question 4), ses colonnes sont ¢, (1),---,Cqs () (remarque de la question 4) : sa
premiére ligne vaut toujours (1,...,1) et sa deuxiéme ligne est (1,...,1,—1,...,—1).

o Soit o9 une bijection qui laisse stables [1;n/2] et [n/2 + 1;n], et qui, a l'intérieur
de chacun de ces deux ensembles, place d’abord les colonnes de 17 dont le troisiéme
coefficient vaut 1, puis celles dont il vaut —1. Avec P, la matrice associée, T = T1 P
est de Hadamard.

La permutation oo ne mélange pas les deux moitiés, donc les deux premieres lignes de
T sont celles de 17, et la troisiéme ligne est rangée comme voulu.

T = SP| P> est de Hadamard et ses trois premieres lignes ont la forme demandée. ‘

Notons a, b, ¢, d les nombres de colonnes des quatre blocs (de gauche a droite).

Les quatre blocs ont la méme taille.

Les lignes de T" sont deux a deux orthogonales (question 3), et les trois premiéres lignes
donnent :

a+b+c+d=n (nombre de coefficients de la ligne 1)

a+b—c—d=0 (lignes1 et 2)

a—b+c—d=0 (
(

a—b—c+d=0

lignes 1 et 3)
lignes 2 et 3)



HEC-ESSEC — Mathématiques I — 2024 G. Bignon

11.

12.

13.

En additionnant les quatre équations : 4a = n. Puis a + b =n/2, a + ¢ = n/2 donnent
b=c=n/4,etenfind=n—a—b—c=n/d

a:b:c:d:%7 donc 4 | n.

Produit A ® B.
Soient A € M, (R) et B € Mi(R) de Hadamard. Par construction par blocs, pour
(i,5) € [Ln]* et (p,q) € [1: )%,

(A® B)-1)ktp, j-1)k+q = AijBpg € {—1,1}.
Toute ligne (resp. colonne) de A® B s’écrit de fagon unique (i—1)k+p (resp. (j—1)k+q).
Pour deux colonnes d’indices (j,q) et (j/,¢') :

n k n k
Z Z Ai,ijqui,j’Bp,q’ = (Z Aivinvj/) ( Z Bme,q’) = ”‘51‘,]" ) k5q,q’v
i=1 p=1

i=1p=1

d’apres la question 2 appliquée a A et a B. Ainsi {A ® B)(A ® B) = nk L, et la
question 2 donne

‘A ® B est une matrice de Hadamard de taille nk. ‘

Existence en taille 2™.

1 1
La matrice Hy = 1 1 est de Hadamard : ses coefficients valent +1 et ses colonnes
vérifient 1-14+1-(—1) = 0. Montrons par récurrence sur m € N* qu’il existe une matrice
de Hadamard Hom € Maom(R). L'initialisation est Hy. Si Ham existe, la question 11

montre que Hy ® Hom est de Hadamard de taille 2 - 2™ = 2m+1,

VYm € N*, 3Hom € Maom(R) de Hadamard, par exemple Hom+1 = Hy @ Hom. ‘

Fonction test_hadamard.

On teste d’abord le caractere carré, puis on parcourt tous les coefficients (Mf] =1
équivaut a M; ; € {—1,1}), enfin on calcule le produit scalaire de chaque couple de
colonnes distinctes j < k.
import numpy as np
def test_hadamard(M):
n, p = np.shape(M)
if n != p:
return -2
else:
for i in range(0, n):
for j in range(0, n):
if M[i,jl**x2 != 1:
return -1
for j in range(0, n):
for k in range(j+1, n):
if np.dot(M[:,j], M[:,k]) !'= O:
return O
return 1

blancs : n != p, n, n, M[i,jl**2, n, j+1, M[:,j], M[:,k].
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14. Fonction rand_hadam.
La premiere ligne reste égale a (1,...,1) (initialisation par np.ones), on remplit donc

restants valent déja 1 grace a 'initialisation.
import numpy.random as rd
def rand_hadam(m, Nmax):
n = 4x*m
for tst in range(O, Nmax):
matpm = np.ones((n, n), dtype=int)
for i in range(l, n):
nb_un = 0
j=0
while 2*nb_un < n and 2*(j-nb_un) < n:
val = rd.randint (0, 2)
nb_un += val
matpm[i,j] = 2xval-1
j = j+1
if (2%nb_un == n):
for k in range(j, n):
matpm[i,k] = -1
if (test_hadamard(matpm) == 1):
return matpm
return np.zeros((n, n), dtype=int)

blancs : 1, 2%(j-nb_un), val, j+1, -1, matpm.

j reste valide.

les lignes i > 1 (indices Python). Dans la boucle while, nb_un compte les 1 déja placés
et j-nb_un compte les —1 ; on s’arréte dés que l'un des deux atteint n/2. La variable
val vaut 0 ou 1 et le coefficient placé est 2val — 1 € {—1, 1}, donc nb_un augmente de
val. Si ce sont les 1 qui ont atteint n/2, on compléte par des —1 ; sinon les coefficients

Les deux conditions de la boucle garantissent j = nb_un+ (j —nb_un) < n, donc I'indice
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Partie II — Variables aléatoires deux a deux indépendantes

Partie II — Espace probabilisé fini et orthogonalité

Q=Awi,...,wn}, pr = P{wr}) >0, (u;v) = Y11 prurvk et up = (1,...,1). Les variables
Zi,...,Zy (£ > 2) sont deux a deux indépendantes et prennent chacune au moins deux
valeurs. Questions 15 a 22.

Corrigé — Partie II.

15. Un produit scalaire sur R".

L’application est symétrique (prrryr = pryrxr) et linéaire par rapport a la premiere
variable, donc bilinéaire par symétrie. Elle est positive : (z;2) = 3" przs > 0. Elle est
définie : pour tout k, pr = P({wy}) > 0 car {wg} est non vide ; si (z;x) = 0, la somme
de termes positifs pkxi est nulle, donc chaque z; = 0.

‘ (-;-) est un produit scalaire sur R". ‘

16. Centrage et réduction.
La variable Z; est finie, donc admet espérance et variance. Montrons d’abord V(Z;) > 0.
OnaV(Z;) =>5%_1p:(Zi (wk)—]E(ZZ-))2 ; si elle était nulle, comme les py, sont strictement
positifs, on aurait Z;(wy) = E(Z;) pour tout k, donc #7;(2) = 1, ce qui est exclu.
Pour (a,b) € R* x R, par linéarité de I'espérance et V(aZ; +b) = a®V(Z;) :

1
E(aZ; +b) =0 < b ak(Z;), V(aZ; +b) =1 < a vz

Avec la condition a > 0, on obtient un unique couple :

17. Espérances et produit scalaire.

L’univers étant fini, en regroupant les wy, selon la valeur prise par V,
n n
EV)= > aPV=x)= > =z >  pe=y_ oV(wr)=> prvi-1.
zeV(Q) zeV(Q) k:V(wg)=z k=1 k=1

Le produit VW est une variable aléatoire dont le vecteur des valeurs est (viwy, ..., vywy,)
; la formule précédente lui donne E(VW) = 3", prugw.

E(V) = (viuo),  E(VW) = (v;w).|

18. Relations d’orthogonalité.
D’apres les questions 16 et 17 :
. <:I}z';’u,0> = E(Xz) =0 N

6
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e pour i # j, Z; et Z; sont indépendantes, donc X; = a;Z; + b; et X; = a;Z; + b;
le sont aussi (fonctions de variables indépendantes). Ainsi (z;;z;) = E(X;X;) =
E(X))E(X;) = 0.

(w45u0) = 0, (i 24) = 1, (zisz5) =0 (i # J).

19. Encadrement de /.

De plus (uo;up) = Y, px = 1. La famille (ug,z1,...,x¢) est donc orthonormée dans
lespace euclidien (R", (-;-)), donc libre. Elle contient ¢ + 1 vecteurs d’un espace de
dimension n, et £ > 2 :

3<(+1<n]

20. Un polynéme orthogonal a 1 et a Z.

a)Uﬂmmmmnw:ﬁeRmF%(ZN%Z:am&,ZMWZ:cwmw%>eR2%t
linéaire. Par le théoreme du rang, dimKery =m —rgy > m —2 > 1 car m > 2.
Un vecteur non nul de Ker convient :

m m

B, Bm) 0, Y P(Z=a)B =0, Y P(Z=ap)apf=0.

k=1 k=1

b) T est linéaire : (AQ + uR) (o) = AQ(ak) + pR(ag). Si T(Q) = 0, le polynéme @,
de degré au plus m — 1, admet les m racines distinctes a1, ..., qmy, donc Q@ =0: T
est injective. Comme dim R,,_1[z] = m = dimR™, T est bijective.

’T est un isomorphisme de R,_;[x] sur R™. ‘

c) Soit Q =T~ Y(B1,...,Bm), de sorte que Q(ay) = Bi. Par le théoréme de transfert,

E(Q(7) = - QUanP(Z = ay) = 3 AP(Z = ag) =,
k=1 k=1
E(Q(Z)Z) = i Q(ak)akP(Z = Ozk) = i akﬁkP(Z = Oék) = 0
k=1 k=1

Chaque oy, est une valeur prise par Z, donc Q(Z)(2) = {51,...,Bm}, qui contient
un réel non nul.

13Q e Rpae], E(Q(2) =0, E(Q(2)2)=0, Q(2)()+#{0}.]

21. Majoration du nombre de variables a plus de deux valeurs.

a) Soit I = {i € [1; /4] | #X:(2) > 2}, de cardinal . Pour i € I, X; est d’espérance nulle
et prend m; > 2 valeurs ; la question 20 fournit un polynéme Q; tel que E(Q;(X;)) =
0, E(Q:i(X:)X;) = 0 et Qi(X;) # 0. Notons y; = (Qi(Xi)(w1),- .., Qi(Xi)(wn))-
D’apres la question 17 :
o (yizuo) = E(Qi(X3)) = 0 et (y;;2i) = E(Qi(Xi)Xi) =0 ;
o pour j # 1, Q;(X;) et X; sont indépendantes (fonctions de Z; et de Z;), donc

(yis ) = E(Qi(X3))E(X;) =0 ;

e pour i # i’ dans I, de méme (y;;yi) = E(Q:i(X;))E(Qi (X)) =0 ;
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o y; # 0 car Q;(X;)(92) # {0}.

Avec la question 18, la famille (ug, 1, ..., %, (yi)icr) est une famille orthogonale
de 1 + ¢ + r vecteurs non nuls de R", donc libre. Ainsi 1 + 4 +1r <mn :

‘E—H”Sn—l.‘

b) Comme I C [1;¢], 7 < /¢, donc2r <{+r<n-—1:

n—1
r< .
- 2

22. Le cas extrémal ¢/ =n — 1.

a) Avec £ =n — 1, la question 21.a donne r < 0, donc 7 = 0 : #X,(2) < 2 pour tout s.
Par ailleurs z +— a;x + b; est injective (a; # 0), donc #X;(Q) = #2Z;(2) > 2

Vi€ [Lin—1], #X;(9) =2.|

b) Les conditions E(X;) = 0 et E(X?) = 1 s’écrivent

0,
La premiére donne 3; = —ﬁ%’- En reportant :
—0;
6? 0;(1 — 6;) + 6? 0; 1—6;
2 2 2 2 2

Oiaj + l—lﬁiai == 1_10i Laj = 1_19i04i =1, donc af = G o
Comme 6;/(1 —6;) > 0, «; et 5; sont de 51gnes opposes (et non nuls car distincts) ;
avec oy > (B;, on a «; > 0. Enfin 8; = — ’/ 1/

1—0; 1
(67} 0; Bi = _071"

c) (MD);; = M, ;,/p;. Notons m® la i-iéme ligne de M, vue comme vecteur de R” :
m®) = z; pour i <n — 1 et m™ = ugy. Pour tout (i,4'),

(MD t(MD))iJ’ = ijMi,jMi/,j = <m(’), m(’,)> = 5“'/,

d’apres la question 18 et (uo;up) = 1. Donc MDY{MD) = I, ; la matrice carrée
M D est inversible d’inverse {M D), d’ot aussi (M D)MD = I,,.

d) Le coefficient diagonal (j,j) de (MD)MD = D'MM D = I,, s’écrit

n n—1
. 1
Dj Zsz =1, soit 1+ Z Xp(wy)? = Pyl Y (wj).
i=1 k=1 J
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Ceci valant pour tout j, Y =1+ ZZ;% X?. Calculons alors E(X;Y) de deux fagons.
1

D'une part, E(X;Y) = 37, p; Xi(wj)— = >2; Xi(wj). D’autre part, par linéarité,
pj

puis indépendance de X; et X,f pour k # i,

E(X;Y) =E(X;) + E(X}) + Y E(X:)E(X}) = E(X}).
ki

n

n—1
Y=1+Y X2,  EX}) = X;(wp)
k=1 k=1

e) Les affirmations (A1), (A2), (A3).

Fixons i et notons a = o, § = 0;, m = m;. D’aprés 22.b, a? = %ﬁ, donc 6§ =
2

t1—60= .
¢ 14+ a?

Alors

1 o? 1 at—1 1
E(X})=0a® - (1-6)— = - = —a— —.
(X7) = Ba” = )a3 1+a?2 ofl+a?) a(l+a?) “Ta

Par ailleurs, X; vaut o en m points et —1/a aux n — m autres, donc > ;. X;(wi) =

n—m
ma — ——. La question 22.d donne, apres multiplication par « :
o

o —1=ma? - (n—m), soit Am—-1)=n—-—m-—1.

Comme 6 >0 et 1 —6 > 0, les valeurs « et 8 sont prises, donc 1 < m <n —1. Si

n—m-—1

m = 1, on obtiendrait n = 2, ce qui contredit n > 3 ; donc m > 2 et o? = 1
m —

Ce réel est strictement positif, donc n —m —1 > 0, i.e. m < n — 2, et alors

n>m-+ 2> 4. Enfin

1 m—1 m—1

:1—|—a2_(m—1)+(n—m—1) n—2

n—m; —1 m; — 1
(A1) o \/ p— , 0; P (A2)n>4; (A3)2<m;<n-—2

f) Cas équiprobable.

i) Si pr = 1/n pour tout k, alors 6; = P(X; = a;) = m;/n. Avec (Al) : i _
n
1
i 5 donc m;(n — 2) = n(m; — 1), soit n = 2m,.
n J—
. n 1
n est pair, m; = 5 0; = 7
ii) Alors a; = 11/12/2 =1let B; = —1 : tous les coefficients de M valent +1 (la

derniére ligne vaut 1). De plus D = %In et MD = %M € O, (22.c), donc
‘MM = nlI,. La question 2 donne

‘M est une matrice de Hadamard. ‘
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Partie III — Deux propriétés des matrices de Hadamard

Partie IIT — Extrema de F sur le groupe orthogonal

F(A) =3 i A l, S(A)i; = sgn(Aij), (A;B) = 3, AijBij, Al = V(4; 4), et o(x) =
[Z(i—1)n+jlij- Ici n > 3. Questions 23 & 35.

Corrigé — Partie III.

23. L’application ¢.

Chaque coefficient de ¢(z) est une coordonnée de x, donc p(Az + py) = Ap(z) + pe(y)
: ¢ est lindaire. L’application (i, j) — (i — 1)n+ j est une bijection de [1;n]? sur [1;n?]
(division euclidienne de k — 1 par n). Donc

TL

le(@)II* = ZZQ? Dntj = Z zi = .
i=17=1
‘gp est linéaire (et bijective) et ||p(x)| = Hx||‘

24. Norme et trace.

(tAA)jJ = AzQJ, donc

Tr(t44) = 323 A2, = 4]

j=1i=1

25. Encadrement de F.

Minoration. Pour une ligne i fixée,
n 2 n
(S 14isl) =30 A2+ 3 [Ai || Aie] > ZA”,
=1 =1 i#k
donc (3; A%j)l/2 < 3214 |- On somme sur .

Magjoration. L’inégalité de Cauchy—Schwarz dans R appliquée aux familles (1);; et
(l4i])i,; donne

= Zl Ayl < (Z 1)1/2(2143’3.)1/2 = n||A|.
i,J i i

z": (ZA >1/2 < F(4) < n(ZAij)l/z.
i=1 1,J

j=1

26. IC,, est un fermé borné.
Fermé. Pour (i,j) fixé, gij : x = (%(x)0(x))ij = Yf=1 T(k—1)n+i T(k—1)n+j €st polyno-

. , . 2
miale en les coordonnées, donc continue sur R™ . Or

Kn= () 9:; {05},
(i)

10
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intersection d’images réciproques de fermés par des fonctions continues : c¢’est un fermé.

Borné. Si x € K, Q = o(x) € O, et, par les questions 23 et 24, |z|> = ||Q|]* =
Tr('QQ) = Tr(1,) = n.

K, est fermé et borné (inclus dans la sphére de rayon /n).

27. Controdle des variations de F o ¢.

Par I'inégalité triangulaire ||a| — [b|| < |a — b|, puis la question 25 et la linéarité de ¢ :

[F(p(@) = FleW))] < 3 le@)is = e)is| = Fle(z =) < nlle(z =)l = nllz—y.

[1F(p(x) = Flp)| < nllz -yl |

28. Existence des extrema.

Posons G = F o . Pour z fixé, la question 27 et le théoreme d’encadrement donnent
G(y) — G(x) quand y — = : G est continue sur R™. L’ensemble K, est fermé borné
(question 26) et non vide (¢~ !(I,) € K,). Par le théoréme des bornes atteintes, G
admet un minimum et un maximum sur /C,,. Comme ¢ réalise une bijection de K, sur

On,

F admet sur O,, un minimum M,; et un maximum M,’, atteints.

29. Valeur de M, .
Soit Q € O,,. Comme 'QQ = I,,, Q est inversible d’inverse 'Q, donc Q'Q = I,, : chaque
ligne vérifie 3 Q%j = 1. La minoration (1) donne F(Q) > > ;1 =n. De plus I,, € O,
et F'(I,) =n.

M=~ =n.

n

30. Matrices réalisant le minimum.

Soit @ € O, telle que F(Q) = n. On a F(Q) = 3,3, 1Qi | avec, pour chaque i,
>0 1Qijl = 1 (question 25) ; la somme valant n, chaque inégalité est une égalité.
D’apres le calcul de la question 25, cela impose Zj;sk |Qijl|Qi k| = 0 : chaque ligne a
au plus un coefficient non nul, et exactement un, valant +1, car la ligne est de norme 1.
Chaque colonne est aussi de norme 1 (‘QQ = I,,), donc contient au moins un coefficient
non nul ; il y a n coefficients non nuls au total pour n colonnes, donc exactement un
par colonne. Notons 7(7) la colonne du coefficient non nul de la ligne i et ¢; € {—1,1}

sa valeur : 7 est bijective et, avec o = 771,

Qij =€i0;-(i) =Eidio(jy,  ie.  Q=DP,

avec D = diag(e1,...,&,) et P la matrice de permutation associée a o. Réciproquement,
une telle matrice est orthogonale (produit de deux matrices orthogonales, questions 1 et
4) et posseéde exactement n coefficients égaux a +1, les autres nuls, donc F(DP) = n.

‘F(Q) =n <= @Q = DP, D diagonale a coefficients + 1, P de permutation. ‘

Il y a 2" n! telles matrices.

11
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31. Expression de F(Q).

Pour tout réel x, zsgn(x) = |x| (y compris pour z = 0), donc (@; S(Q)) = F(Q). De
plus |Q|* = Tr('QQ) = n et ||S(Q)|* = n? (coefficients £1). Ainsi

[o- FHs@] =101 - 2(@:5(@) + HIS@Q)I = 20 - —=F(Q).

En multipliant par 5~ :

FQ =i~ 5o~ s

32. Majoration de M, et cas d’égalité.
Par la question 31, F(Q) < n+/n pour toute Q € O, donc M,” < ny/n.
e Si M;f = ny/n, le maximum étant atteint (question 28), il existe Q € O,, avec
1Q — ﬁS(Q)H =0, soit S(Q) = /n Q. Alors S(Q) a ses coefficients dans {—1,1}
et 'S(Q)S(Q) = n'QQ = nl, : S(Q) est de Hadamard (question 2).
e Si H € M,(R) est de Hadamard, Q = ﬁH vérifie '1QQ = %tHH =1I,,donc Q € O,,
et F(Q) =n?- ﬁ = ny/n. Donc M;F > ny/n.

M;F <ny/n, avec égalité <= il existe une matrice de Hadamard dans M, (R).

33. Cas ou 41 n.

D’apres la partie I (question 8), §'il existe une matrice de Hadamard de taille n > 2,
alors n =2 ou4 | n.Icin > 3 et 41n, donc il n’en existe pas, et la question 32 donne

M7 < ny/n.

34. Le cas n = 3.

Les colonnes de U = U(OL,B) sont uy = (a7187 _6)7 Uz = (6)0476)’ uz = (/Ba _67 —Oé).
On calcule
||U1||2 = ||U2||2 = ||U3||2 =a? +26%

s = 08+ — 6 = B(20— ),
fuyuz = af — B2 + aff = B(2a — B),
tuguz = % — aff — aff = —B(2a — B).

Ainsi U € O3 <= o?+28% =1et f(2a—3) = 0.

e Sif=0:a%=1,dou (o) = (£1,0).

e Sif=2a:9%=1,dou (a,B) = (3, 2) ou(—3,—2).

(O%ﬁ) S {(1a0>7 <_170)7 (%’%)’ (_%’_%)}'

Comme U contient trois coefficients +a et six coefficients +3, F(U) = 3|a| + 6|3] : on

obtient F' = 3 pour (+1,0) et F =1+ 4 =5 pour +(},2). Donc M;" > 5. Comme 3

n’est pas multiple de 4, la question 33 donne M3Jr < 3/3.

5 < M3 < 3v/3 >~ 5,196.

12
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35. Le cas n pair.

a) Chaque produit z;y; vaut +1. Si a est le nombre de produits égaux a 1, (z;y) =
a — (n — a) = 2a — n, entier pair puisque n est pair. Un entier pair non nul est de
valeur absolue au moins 2 :

[(z;y)| > 2.

b) On écrit (z;y) — (u;v) = (x —w; y) + (u; y — v). L’inégalité triangulaire et I'inégalité
de Cauchy—Schwarz donnent

[(z;9) = (ws0)| < lyllllz —ull + lulllly — o]

Enfin, pour a,b > 0, (a + b)? < 2(a® + b*) (car 2ab < a? + b?), donc a + b <
V2 (a® + )12

1/2
() = (u;0)| < V(e = ull? + lul 2y — o).

c) Les coefficients de S = S(Q) valent £1 ; comme S n’est pas de Hadamard, deux
de ses colonnes s;, s; (j # k) ne sont pas orthogonales, donc |(s;; si)| > 2 par a).
Notons ¢;, g les colonnes correspondantes de @ : (gj; qr) = 0 et ||g;]| = ||gx]| = 1.
On applique b) avec z = ¢j, y = qx, u = ﬁsj, v = ﬁsk, ou |lul| =1:

(855560 = [{g55 a) — (u;v)|

< V3 (lay — S0P + o — 221%) "
S\/§HQ_

S
Sl

<

la derniere inégalité venant de ce que ||Q — fS |? est la somme des carrés des

normes de toutes les colonnes de @) — ﬁS . On en déduit ||Q — ﬁS | > Y2 goit

- n ?

lo-—=s@) = =

n2

d) S'il n’existe aucune matrice de Hadamard dans M,,(R), alors pour toute @ € O,,
S(Q) n’est pas de Hadamard ; les questions 31 et ¢) donnent

FQ <nyii- Y0 2 i Y e L

Le maximum étant atteint en un élément de O,

M <nyn—

\f
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