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HEC Paris — ESCP Europe

Mathématiques I — Mathématiques approfondies

Corrigé du sujet adapté — 2024

Les questions et sous-questions conservent la numérotation de 1’énoncé. On note [z] la partie
entiere du réel x, E et V D'espérance et la variance. La densité f est, comme toute densité,
continue sur R sauf éventuellement en un nombre fini de points ; sa fonction de répartition F' est
donc continue sur R et de classe C! sauf éventuellement en ces points, avec I/ = f 1a ot1 f est
continue.

Premiére partie — Statistiques d’ordre

Premiére partie — Lois des X, ;) et convergence des quantiles empiriques

(Xi)i>1 est un échantillon de la loi de densité f, de fonction de répartition F, et X (n,k) €st
la k-ieme plus petite valeur parmi Xi,..., X,. Questions 1 a 7.

Corrigé — Premiére partie.
1. Lois du maximum et du minimum.
a) Pour z € R, on a [X(, ) < x] = ;L [X; < 2] et, par indépendance mutuelle,
n
Finy(x) = [[P(X; < 2) = F(2)".
i=1

La fonction F™ est continue sur R et de classe C! sauf éventuellement en un nombre
fini de points : X, ,,) est a densité. En dérivant la ou c’est possible,

F(n,n) =", f(n,n) (SC) = nf(x)F(x)nil

(On peut choisir arbitrairement la valeur aux points restants, par exemple celle de
la formule.)

b) De méme [X(,, 1) > #] = N{_;[X; > =], donc 1 — Fi, 1y(z) = (1 — F(x))", soit
Fin1) =1— (1= F)". Cette fonction est continue sur R, de classe C' sauf en un
nombre fini de points, et

-1

F(n,l) =1- (1 - F)nv f(n,l)(x) = nf(x)(l - F(w))n

2. Fonction de répartition de X, ).

a) Y, prend les valeurs O et 1 et P(Y;, = 1) =P(X; < x) = F(x) :

Yie — B(F(x)).
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b) Fixons w € Q. La somme ), Y; ;(w) compte les indices i < n tels que X;(w) < z.

o Si X(pp(w) <z, alors X, 1y (w) < -+ < X py(w) < @ 1 au moins k des valeurs
X1(w), ..., Xn(w) (comptées avec leurs indices) sont inférieures ou égales a x,
donc Zz }/i,x(w) > k.

o Si Xnpy(w) >, alors les n — k + 1 valeurs X(,, 5)(w), ..., X(nn)(w) sont stric-
tement supérieures & x ; au plus k — 1 indices vérifient X;(w) < z, donc

i Yiz(w) <k-—1

Xy <21 = [ Y Vi 2 K],
i=1

c) Les Y, fonctions respectives des X; mutuellement indépendantes, sont mutuel-
lement indépendantes, de loi B(F'(z)). Leur somme S suit donc la loi B(n, F(x)),
et

F(n,k) ($) = IP)(S > k‘) = Z <Z>F(Q;)e(1 — F(x))”—e‘

l=k

3. Densité de X, ;).

a) Sil</¢<n—1,on dérive le produit :
n — n— n—~{—
no(2) = <€> (Eze Y1 =2t — (n— 0241 — 2)"* 1).

Or £(2) = n(i=1) et (n— (%) = n("7Y), d'oi

n—1 B n—1)— (f— n—1 n—1)—
n(<€_1>z€ 11 = 2= 1>_< ) )%(1—2)( )
= n(bn_Lg_l(Z) - bn—l,ﬁ(z))‘

b.0(2)

Sil=n:byn(z) = 2", donc b;m(z) =nz" 1 =nb,_1,-1(2) = n(bp—1,n-1(2) —
bn—1n(2)) avec la convention by,_1, = 0.

bpo = n(bp-1,0-1 — bp_1).

b) Par linéarité de la dérivation, la somme est télescopique :

n
afmk = nz (bn—l,f—l - bn—l,l) = n(bn—l,k—l - bnfl,n)v soit
=k

/
Ay o = Nbp—1 k-1

c) D’apres 2.c, Fiag) = ang o F. Comme ay, j, est polynomiale, F(, ) est continue sur
R et de classe C! 1 ot F D'est, c’est-a-dire sauf en un nombre fini de points : X (n,k)
est a densité. En ces points de dérivabilité,

Flo gy () = () ap  (F(2)) = nf(x) bn1,p—1 (F(2)).

n—1

fony (@) = "<k - 1) J@)F@" (1= F)" ™"
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4. Comportement de Fi, (o)) (7).
Notons S, = >iL 1 Yie — B(n, F(z)) : E(S,/n) = F(x) et V(S,/n) = F(z)(1-F(z))/n.
On considére n > 1/a, de sorte que 1 < [an] < n.
a) Comme [an] > an — 1, si S, > [an] alors
S [an] 1

?n—F(:I:)ZT—F(:I:)>a—F(:L‘)—E.

Pour n > m, onaa— F(x)— % > ¢, d’ou 'inclusion

[Sn > [om]} C H% - F(m)‘ > 6} pour n assez grand.

Avec 2.b et 'inégalité de Bienaymé—Tchebychev :

Fz)(1 - F(x))
- :

0 < Fly jan)) (7) = P(Sn > [an]) < P(‘% - F(a:)‘ > E) <

ne

Par le théoreme d’encadrement,

lim F(n’[(m])(x) =0.

n—-+00

b) Si |Sn—"—F(a:)| <&, alors%>F(x)—5>oz, donc S, > an > [an] :

S0 fom]] 5 |22 — F(a)| <<].

En passant aux probabilités et au complémentaire, puis avec Bienaymé—Tchebychev,

F(z)(1 - F(z))
ne2

)

1> Flp fompy () > 1 — P(‘% ~F(@)|>e)>1-

et le théoreme d’encadrement donne

lim  Fi, jan))(z) = 1.

n—-+0o0o

5. Convergence vers le quantile.

a) La densité f est continue sur I, donc F est de classe C! sur I avec F' = f > 0: F est
continue et strictement croissante sur I. Si a est fini, F(a) = [*._ f(t)dt =0 car f
est nulle sur | — 0o, a] ; par continuité, F(x) — 0 quand z — a™. Si a = —o0, F tend
vers 0 en —oc. De méme F(z) — 1 quand z — b~ (sibest fini, 1—F(b) = [, f = 0).
Par le théoréeme de la bijection, F' réalise une bijection de I sur l'intervalle ouvert
| lim,, F, limy, F[ :

Fir :]a,b[ — ]0,1[ est bijective (strictement croissante).

b) Posons ¢ = F~1(a) € I. La fonction de répartition de la variable certaine égale a ¢
vaut 0 sur | — oo, ¢[ et 1 sur [¢, +00] ; ses points de continuité sont les = # c.
e Soit z < ¢. Six € I,alors 0 < F(x) < « par stricte croissance, donc a €]F(z), 1]
; la question 4.a avec € = Q_TF(QE) donne F;, (qn))(z) — 0. Siz ¢ I, alors z < a,
donc F(xz) = 0 : presque sirement aucun X; n’est < x, donc S,, = 0 < [an]
presque slirement et Fi, (4,)) () = 0 pour n > 1/av.
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e Soitz>c.Sizel, a< F(r)<letdb (avece = %) donne Fi, (an))(7) —
1. Six ¢ I, alors ¢ > b, F(x) = 1, donc S, = n > [an] presque sirement et
Fn fom)) (2) = 1.

Ainsi F{;, (an)) () tend vers la fonction de répartition de la variable certaine c en
tout point x # c. Par définition de la convergence en loi,

£ -1
Xnfon) 7 F (@).

c) Soit € > 0 et notons Z, = X(;, [an))- On a
P(|Z,—c| >¢e)=P(Z, < c—e)+P(Z, > c+¢) < F(m[om])(C—E)—{—I—F(n,[an])(C—{—%),

car [Z, > c+¢€| C [Z, > c+ §]. D’apres b), le premier terme tend vers 0 et
Fnfan)(c+5) = 1. Donc P(|Z, —c| 2 €) = 0 :

P -1
Xnfon) 70 F (@),

6. Tri par insertion.

A l'étape k, on mémorise = = T'[k], puis on décale d’un cran vers la droite les coefficients
de T[0..k — 1] strictement supérieurs a = (en partant de la droite) ; on place enfin =
dans la case libérée.
def tri(T):
s = len(T)
for k in range(1l, s):
x = T[k]
j = k-1
while j >= 0 and T[j] > x:
T[j+1] = T[j]
j=31
T[j+1] = x

tri(T) trie T en place par ordre croissant.

Le test j >= 0 est évalué en premier : lorsque j vaut —1, T[j] n’est pas lu.
7. Simulation.

a) On trie la réalisation de (Xi,...,X,) ; la k-iéme valeur (indice k¥ — 1 en Python)
est une réalisation de X, 1.
def X(n, k):
res = ech(n)
tri(res)
return res[k-1]

X(n,k) renvoie une réalisation de X, 1.

b) Pour chacune des 20 valeurs o de A (régulierement réparties entre 0,01 et 0,99), on
place le point d’abscisse o et d’ordonnée une réalisation de X (2000,12000a])- D’apres
la question 5, pour n = 2000 grand, cette valeur est proche de F~!(a) :

les points approchent le graphe de la fonction quantile a — F~!(a) sur ]0,1].
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c) Les points sont presque alignés sur la droite passant par (0,2) et (1,6) : F~1(a) ~
2+4a, done F(x) = m4;2 pour = € [2,6], avec F' = 0 avant 2 et F' = 1 apres 6. C’est
la fonction de répartition de la loi uniforme sur [2, 6] :

| Xi = U([2,6]). |

d) SiU < U([0,1]), alors 2+ 4U — U([2,6[) (transformation affine).
def ech(n):
return 2 + 4*rd.random(n)

‘ech(n) renvoie n réalisations indépendantes de U([2, 6]). ‘

at
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Deuxieme partie — Cas de la loi exponentielle

Deuxiéme partie — Moments des statistiques d’ordre et estimation de A\

Les X; suivent la loi £(\) : f(z) = e ™% et F(2) =1 — e pour x > 0, f(z) = F(z) =0
pour z < 0. Questions 8 a 14.

Corrigé — Deuxiéme partie.
8. Loi de S;.

a) Initialisation (k =1). Sy = Ty < £(n)), de densité x — nAe ™ sur |0, 400 et

nulle ailleurs ; c’est g1 car (";') =1let (1—e )0 =1.
Hérédité. Soit k € [1,n—1] tel que Sy, ait pour densité g, 5. On a Sip11 = Sk +Th+1,
ou Sy (fonction de T1,...,Ty) et Ti11 sont indépendantes (lemme des coalitions),
et Tip41 — E(u) avec = (n — k)X > 0. Par le théoréme de convolution, Sii1 a
pour densité

+oo

M) = [ gl e 01 g~ 1) dt.

—o

L’intégrande n’est non nul que sit > 0et t < x : h(z) =0 pour z < 0. Pour = > 0,

en posant C' = n(z:}) et en utilisant e A—k+Dtout — o=At

T VAV
h(z) = Chu e_“x/ e (1 — e_)‘t)kf1 dt = Chpe M A=)

0 kA 0
— % ef(nfk))\:v(l - 67)\1)"3‘

n—k (n—1)!
ko (k—1)!(n—Fk)!

= A("."), donc

n—1
h(z) = ”( b )A”("(’““)“”(l e = (@),

Vk € [1,n], Sk a pour densité g, .

b) D’apres 3.c, pour x > 0,

n—1
k—1

=N

n—1 -z —AT)MT ATy
f(n,k)(‘/l"):n(k;—l))\e A (1—6 A )k 1(6 A ) k
( )A‘f—k(”—k“”(l — ) = guile),

et finp(7) =0 = gyi(r) pour x < 0 car f y est nulle. Deux variables de méme
densité ont méme loi :

Sk et X, 1) ont la méme loi.

9. Espérance et variance.

Pour T' — &(u), E(T) = i et V(T) = #—12 Par linéarité de ’espérance, puis par

indépendance des T; (variance d’une somme de variables indépendantes), Sy admet une

6
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espérance et une variance :

1

. K
E(Sk) = ; CEEESIPY V(Sk) = ; hir 1o

.

Ces quantités ne dépendent que de la loi ; avec 8.b,

E(Xo) =23 — 1 (X = 2
b)) =3 n—z—l—l (BTN (=i 1)

=1

10. Asymptotique de ’espérance.

a) Pour:re[j,j+1[::r2j>0donne%—%20.Deplus%—%:mj;mjSj%car
OS:E—j<1,et:E<j+1§2jdonne%<%,donc

—_

2
2"

&\H

<

0<
T

.

b) Le changement d’indice j = n — i+ 1 donne AE(X(, 1)) = X7, pi1 7 ] Par la

s n+l _ n+l de _ n J+1 dx
relation de Chasles, In "= = [ F =320 4y f] ¢, donc
n
1 n+1 J+1
S olwtbo 8 7Y
j=n—k+1J n—k+ j=n—k+1

Par a) et croissance de l'intégrale, cette quantité est comprise entre 0 et
j+1 2 +1 d
ijjj Sde=2[""", 2:23”—2<n ] n+1) En divisant par A > 0 :

1 1 1 1 2, 1 1
Xln<nn—7z+1) < EXnp) len(niiJl;Ll)JrX(n—kH _n+1)’

c) Posons k, = [an] et n > 1/a. Comme an — 1 < k, < an,
l-an+1<n—k,+1<(1—-a)n+2, donc

n+1 < n+1 n+1
l—an+2 n—k,+1 - (1—an+1

Les deux bornes tendent vers ﬁ ; par encadrement puis continuité de In,

n+1 : 1 1 1
In n—Fn+1 — —ln(l - Oé). Par ailleurs 0 S n—Fn+1  ntl S m — 0. Le

théoréme d’encadrement appliqué a b) donne

lim E(X(, [an)) = 7% In(1 — a).

n——+00

11. Asymptotique de la variance.

Avec k,, = [an], chacun des k,, termes 0

1
(== <
et k, < n. Ainsi

(1 <i < k,) est majoré par m

1
(I—a)n+1)2°
1 n 1

0<V(X < — - < 0
>~ ( (n,kn)) — )\2 ((1 _a)n+ 1)2 — )\2(1 —06)271 n—+o00 )

lim V(X an))) = 0.

n—-4o0o
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12. Convergence en probabilité.

Notons Z,, = X(n,[an}) et c= *% In(1 — «).

a) La variable (Z, — c)? est positive et admet une espérance (Z,, admet un moment
d’ordre 2). Comme [|Z,, — ¢| > ¢] = [(Z,, — ¢)? > £?], I'inégalité de Markov donne

P(1Z0—c| 2 ) < ZE((Za—cP).

b) Par la formule de Kénig-Huygens appliquée a Z,, — ¢, E((Z, — ¢)?) = V(Z,) +
(E(Zy,) —0)2, qui tend vers 0 d’apres 10.c et 11. Avec a) et le théoréme d’encadrement,
P(|Z,, — ¢| > ) — 0 pour tout € > 0 :

P 1
X (n,[on)) vy In(1 — «).

13. Lien avec la premiére partie.

La loi £(X) vérifie les hypothéses de la question 5 avec I =0, +oo[ : f est continue et

strictement positive sur I, nulle en dehors. De plus F(z) = a <= 1—e M =q «—
x = —% In(1 — «).
La question 5.c donne X, (an)) 5 Fla) = —+In(1 —a).
14. Estimation de A.
Notons Ny, = Card{i < m, X; >t} = > 1ix,5q et pr = P(X1 > t) e ™. Les

indicatrices sont mutuellement indépendantes, de loi B(p;), donc Ny, — B(m,p:) et

Nt 1
Vm,t: ;2 +E-

Nm,t
m

a) Soit ¢ > 0. Par l'inégalité triangulaire, |V;, s —pe| < | —pe| + % Pour m > %, on

a donc [|Vine —pe| > €] C || N;g’t —pe| > 5], et Vinégalité de Bienaymé-Tchebychev
donne ip1 )
P\l — Dt
— > < .
P(H/m,t pt‘ = 5) > me2 Moo 0

P _
Vit —— e M.
7 m—+oo

b) Notons n = e (1 —e~¢) > 0 et supposons | Vi, — e | < n. Alors
e—)\te—i;‘ S Vm’t S €—>\t(2 _ e—é‘) S e—/\tea’
la derniére inégalité venant de e + e~ — 2 = (e/% — 6_6/2)2 > 0. En particulier

Vint > 0 et, par croissance de In, —At — ¢ < InV},; < —At + ¢, c’est-a-dire
| —InV, — M| < e. L’inclusion d’événements obtenue donne

P(| = In(Vine) — At| < &) > P(|Vyr — ef)‘t| < ef)‘t(l —e ).

(Notons que Vp,; > % > 0, donc InVj,; est toujours défini.) En passant au

complémentaire, P(| — In Vit — At| > ) < P(|Vpr — e | > 1), qui tend vers 0
d’apres a). Comme P(| - | > ¢) < P(]-| > ¢/2), on conclut (en appliquant ce qui
précede a €/2) :
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c) En divisant numérateur et dénominateur par m,

1 In Vinty, 1

W, = =
" ta—t1 Vs, ta—t

(( —InViy) — (—In Vm7t1)>.

W, est une fonction de (X1, ..., X,,) ne dépendant pas de \ : c’est un estimateur de
A. D’apres b), —In 'V, 4, LN Mo et —In Vi, 4, LN Aty ; la convergence en probabilité

. o P _
est stable par combinaison linéaire, donc W,,, — % =\

‘Wm est un estimateur convergent de .
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Troisieme partie — Le théoréeme de représentation pour n = 2

Troisieme partie — Discrétisation et indépendance des écarts

On note £(q) la loi sur N définie par P(Z = k) = pq*, avec p = 1 — ¢. Questions 15 & 20.

Corrigé — Troisiéme partie.

15. Portée du théoréme.

La question 8.b n’établit qu'une égalité de lois, séparément pour chaque k : Xy )
a la méme loi que Si. Le théoréme affirme davantage : il fournit une méme famille
(T, ..., Thy) de variables indépendantes telle que I'on ait 1'égalité de variables aléa-
toires X, p) = Tna + -+ Tk simultanément pour tous les k.

Les écarts X, 1) — X(n,k—1) = Tnk sont indépendants,
de lois £((n — k + 1)) : on connait la loi conjointe
de (X(n,1)5 -+ +» X(nn)), Pas seulement chaque loi marginale.

16. La loi £L(q).
Pour k> 1, P(Z4+1=Fk) =p¢* ' : Z+1 < G(p), d’espérance % et de variance -%.

p
Donc Z = (Z 4 1) — 1 admet une espérance et une variance. Enfin, par somme d’une
¢
série géométrique de raison q €]0,1[, P(Z > £) = >, p¢" = lpi = ¢t
- —4q
_ 4 _ 4 _
b b

17. Minimum de variables de loi £(q).

a) [U, >/ =NY[Z; > {] et, par indépendance mutuelle,

P(U, > 0) = (¢")" = (¢")".

b) U, est a valeurs dans N et, pour ¢ € N, [U,, > (] = [U,, = ¢] U [U,, > ¢+ 1], donc
P(Un =) = (¢")" = (") = (1 = ¢")(¢")". Comme ¢" €]0, 1],

‘Un — L(r) avec r = q".‘

18. Une probabilité conjointe.
On applique la formule des probabilités totales avec le systeme complet d’événements
([Z1 = j])jen. Les événements [Z1 = j] N [Z1 > k1] sont vides pour j < ki, et
[Z1=7j]N[Zy— Z1 > ko] = [Z1 = j]| N [Z2 > j + k2. Par indépendance de Z; et Zs et

16 :
400 o 400 ) q2k1
P([Z1 2 kN[22 = Z1 2 kol) = 3 pd’ '™ = pa* 3 (¢") = pa*™ - el
j=h j=h

Comme 1 —¢*> = (1 —¢)(1+q) =p(1+q),

1
P([Z1 = k1] N[22 — Z1 = ko)) = mq%lqb-

10
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19. Discrétisation de variables exponentielles.

a) Presque siirement X; > 0, donc Z; = [mX;] € N. Pour k € N,

k+1
IP’(Zl = k) = ]P’(% < X < %) — e*Ak/m . efk(kJrl)/m _ (1 _ef/\/m) (efA/m)k'

Il en va de méme pour Z5 :

71,75 = L(q) avec q= e Mm €]0, 1.

b) On utilise Z; <mX; < Z;+1et k1 <max < ki +1, ko <my < ke + 1.
e SiZ1>ki+1:mXy>21 >k +1>mx, donc X1 > z.

e Si X1 >x:mX; >ma >k ; la partie entiére étant croissante, Z; = [mX;| >

er] = F.
o SiZy— 71 > ko+2:mXe—mXy >Z2—(Z1—|—1) > ky+ 1 > my, donc
Xo— X1 > .

e SiXo—X1>y:29—2Z1 > (mXo—1)—mX; >my—12> ks —1; lentier
Zo — Z1 est donc > k.

[lekl-f—l] C [X1>IE] C [lek‘l],
[ZQ—Zl2k2+2]C[XQ—X1>y]C[Z2—Z12]€2].

c) Par intersection des inclusions de b),

(Z1 > ki +1N[Zy—Z1 > ke +2] C [ X1 > z]N [ Xy — X7 > 9]
C [Zl > kl] N [ZQ — 1> kQ].
Les variables Z7 et Z5, fonctions de X7 et X5 indépendantes, sont indépendantes et

de loi £(q) avec ¢ = e=*™. La question 18 (avec (k1 + 1, ko +2) puis (k1, ko)) et la
croissance de [P donnent

_QAM _)\M —92)\ [mz] A [my]
(&

m e m € m € m

<P([X1>a2]n[Xs — X1 >y)) <

1 _|_€—)\/m 1 +e—)\/m

[ma]

A +2
quandm—>—|—oo;dememe%%yet%%y.EnﬁnW%%. Par

d) Comme mz—1 < [mz] <mz,onaz— L < §x,donc%—>xet%—>m

continuité de 1’exponentielle, les deux bornes de ¢) tendent vers %6*2/\””6*)‘9 ; le
terme central ne dépend pas de m, et le théoréme d’encadrement donne

1
P([X1 > z|N[Xe — X1 >y]) = 56_2)‘”06_)‘3’.

20. Indépendance de X () et X5 — X(y).

La question 19 s’applique aussi au couple (Xg, X;) (indépendantes, de loi E(N)) :
P([Xy > 2] N [X1 — Xa > y]) = 3¢ 22 pour 2,y > 0.

a) Avecz =y =0:P([X1 > 0]N[X2 > X1]) = 5 et P([X2 > 0] N [X1 > Xo]) = 3.
Comme P(X; > 0) = P(X3 > 0) = 1, on obtient P(Xy > X;) = P(X; > Xp) = L.
Les événements [X; < Xs], [X1 > X3], [X1 = Xy] forment un systéme complet,

donc

|P(X1 = X5) =0.]

11
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Ensuite ]P)(X(l) < 0) < ]P)(Xl < 0) "‘]P)(XQ < 0) =0, et X(Q) — X(I) = ’Xg - Xl‘ est
nul seulement sur [X; = X»|, négligeable. Ainsi X1y > 0et Xy — X(1) > 0 presque
stirement.

b) Notons E = [X(1) > z]N[X(2)—X(1) > y] avec 7,y > 0. Sur [X; = X, X(9)—X() =
0 <y, donc EN[X; = X3] = @. Sur [X; < Xy, Xy = X et X(9) = Xo ; comme
y > 0, la condition X9 — X7 > y entralne X; < Xs, donc

Eﬂ[Xl<X2]:[X1>$]Q[X2—X1>y], et

Eﬂ[X1>X2]:[X2>:U]ﬁ[X1—X2>y].

Par additivité, puis 19.d appliquée aux couples (X7, X2) et (X2, X1), ces deux
probabilités sont égales :

P(X) > 2] N [X@ — Xay > y]) =2P([X1 > 2] N [Xo — X > y]) = e e V.

c) Lois. Avec y = 0 et Ty > 0 presque stirement : P(T} > z) = =2 pour 2 > 0 ; et
P(Ty > z) =1 pour = < 0 car T} > 0 presque stirement. La fonction de répartition
de Ty est donc x — 1 — e~ sur [0, +-00[ et nulle sur | — 0o, 0[ : T} < £(2\). De
méme, avec z = 0, P(Ty > y) = e~ pour y > 0 : T — E(N).

Indépendance. Pour xz,y > 0, notons A = [T} > z], B = [Ty > y| ; b) donne
P(AN B) =P(A)P(B). Alors

P(ANB)=1-P(A) —P(B)+P(ANB) = (1 -P(A))(1 - P(B)),
cest-a-dire P([T} < z]N[Ta <y]) =P(Th < 2)P(T5 <y). Siz <0ouy <0, les

deux membres sont nuls. La fonction de répartition du couple est le produit des
fonctions de répartition : 17 et T sont indépendantes.

T = X(l) — E(2N), Tp = X(Q) — X(l) — &(N\), T1,T, indépendantes.

Conclusion. Avec To; =T1 — E((2—1+1)N) et Too =Tp — E((2 -2+ 1)N),
indépendantes, on a X3 1) = Tz 1 et X(99) =T21+ T2 : le théoreme de la question
15 est démontré pour n = 2.




