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Notations. Pour tout n € N*, I,, désigne la matrice identité de M, (R). Pour (n,p) € (N*)?
et A€ M,,(R),

ker(A) = {X € My (R) | AX =0},  Im(A) = {AX | X € M,,(R)}.

Une matrice de M;(R) est identifiée au réel qui la constitue. Le coefficient situé a la ligne
i et a la colonne j d'une matrice A est noté A; ;. Si X € M, 1(R), sa i-ietme composante
est notée ;. Le produit scalaire canonique de M, 1(R) est (X,Y) ='XY =3 x;y;, et
IX| = V{X,X) = VIXX.

Toutes les variables aléatoires sont définies sur un méme espace probabilisé; leur espérance
et leur variance sont notées respectivement E et V lorsqu’elles existent. Les éléments de R¥

sont considérés comme des vecteurs colonnes.

Dans tout le sujet, n, m, p sont des entiers naturels non nuls tels que n > 4 et n > p. Les matrices
réelles fixes A € M,, ,(R) et B € M,, ,(R) sont données. On pose M = 'AA et, pour X € M,;(R),

D(X)=MX —"AY.
On s’intéresse au probleme d’optimisation
1
Minimiser [ AX — V|?+u|BX|, X € M, (R),

ouY € M, 1(R) est fixé, sauf indication contraire, et © € R. Dire que X réalise un minimum
global de G signifie que G(X) est un minimum global de G.

Le sujet comporte trois parties. La partie I établit des résultats d’algebre linéaire utiles ensuite.
La partie II étudie le probleme lorsque p = 0; la partie III le traite lorsque g = 1. Pour les
programmes Python, on peut utiliser les bibliotheques suivantes :

‘import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt
‘import numpy .random as rd
‘import numpy.linalg as al

L

1 Partie I : autour de ’adjoint

Thémes abordés : espaces vectoriels ; applications linéaires ; algébre bilinéaire ; réduction ; Python.

Dans cette partie, ¥ et F' sont deux espaces euclidiens de dimensions respectives p et n. On
note (-, -)g le produit scalaire de E et Bg = (e1, ..., ep) une base orthonormale de E ; de méme,
Br = (f1,..., fn) est une base orthonormale de F. Pour un sous-espace G de E ou de F, G+
désigne son supplémentaire orthogonal. L’application linéaire u : £ — F' a pour matrice A dans
les bases Bg et Bp.

1. Soit £ : E — R linéaire. Montrer qu’il existe un unique vecteur ag € F tel que
Vo e E, lUx) = (ap, z)E.
2. En déduire que, pour tout y € F, il existe un unique z, € E tel que

VeeE,  (u(@),y)r = (2, 7). (1)
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3.

N o o e

11.

2

Montrer que I'application u* : ' — E, définie par y — z,, est linéaire. Elle est appelée
I’adjointe de w; on a ainsi

Vz € E, Wy € F, (u(x),y)r = (z,u*(y))E-

Montrer que Matp,, 5, (u*) = 'A, puis en déduire que rg(u*) = rg(u) et (u*)* = u.
Montrer que Im(u*) = ker(u)*.
Montrer que ker(u* o u) = ker(u), puis en déduire que Im(u* o u) = Im(u*).

Sur Im(u*), on définit w par w(x) = u* ou(x). Montrer que w est un isomorphisme et donner
une interprétation matricielle de ce résultat.

Soit 7 le projecteur orthogonal de F' sur Im(u) et ) sa matrice dans Bp.
a) Montrer que 'AQ = A.
b) Montrer que Tr(Q) = rg(u).

. Montrer que M est inversible si et seulement si A est de rang p.

10.

On suppose A de rang p.
a) Montrer que Q = A(M~1)!A.

b) Ecrire une fonction Python Calcule_Q(A) qui recoit une matrice array A de taille
n X p, teste si elle est de rang p et renvoie () dans ce cas, et un message d’erreur sinon.

Montrer que, pour tout X € M, 1(R), ’XMX > 0.

Partie II : minimisation d’une fonction quadratique

Thémes abordés : fonctions de plusieurs variables; algebre bilinéaire ; variables a densité; esti-
mations ; Python.

On considere Jy : M, 1(R) — R définie par

12.

13.

14.
15.

16.

To(X) = 54X ~ ¥
Montrer que, pour tous X, H € M, 1(R),
Jo(X + H) — Jo(X) = (D(X),H) + %tHMH. (2)
Montrer que Jy posséde un minimum global en X si et seulement si D(X) = 0. On note

alors
So={X € M,1(R) | D(X) = 0}.

Montrer qu’il existe Xq € ker(A)* tel que Sp Nker(A)* = {Xo}.

Soit X € Sp.
a) Justifier 'identité AX = QY. (3)
b) Montrer que X — X € ker(A), puis en déduire que si X # X, alors || X|| > || Xo||-
c) Si A est de rang p, montrer que Sy = {X} avec X = M HAY. (4)
On suppose A de rang p et Y = AUy + Z, ot Uy est un vecteur constant et Z = 42q,...,2,),

les z; étant indépendantes et de méme loi normale A'(0,02). On définit X par (4), puis
T =|JAX - Uo)|*.



Mathématiques approfondies — Maths 1 HEC-ESSEC 2025 G. Bignon

a) Montrer que T = ||QZ||*> = 'ZQZ.

b) Proposer une fonction simuleT(A,sigma) recevant A et le flottant sigma, et simulant
T.

c¢) Proposer une fonction esperanceT(A,sigma) renvoyant une valeur approchée de 'es-
pérance de T

d) Pour o = 1, les essais menés avec les matrices

10000

Lo 10 0 2100 0

2 1 0 32100
Al_g;’A2_321’A3_43210
4 3 2 5 4 3 2 1

6 5 4 3 2

fournissent respectivement 1,99, 3,01 et 4,97. Que peut-on conjecturer ? Le programme
suivant, avec A1, conduit au graphique ci-dessous. Que peut-on conjecturer ?

sig=np.arange(1,7)

rep=np.zeros(6)

for k in range(6):
rep[k]=esperanceT(Al,sig[k])

plt.plot(sig,rep,"*k")

plt.grid()

plt.show()

E(T)
701
60 -
50 - *
40 -
30 -
20 - %
10 - B

Prouvons ces conjectures dans les questions suivantes.
e) Exprimer E(2?), E(z}) et E(z}) en fonction de o.

f) Montrer que T = Ty + 215, avec T} = .74 Q22 et Ty = 31 > i=iv1 Qijzizj. En
déduire E(T') et vérifier les conjectures.

g) Montrer que E(T175) = 0.
h) En posant ¢ = > 7, Qz,k, montrer que E(T2) = 04(2q + p?) et E(T%) = %4(1) —q).

i) En déduire V(T') = 2po*, puis montrer que pour tout o > 0,

2
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3 Partie III : minimisation d’une fonction non différentiable

Themes abordés : fonctions de plusieurs variables; algébre bilinéaire ; applications linéaires ;
Python.

On suppose & nouveau que Y est fixé. On étudie la fonction
1
J(X) = lAX ~ Y[P+|BX[, X € Mp(R). (5)
Pour X € M, (R), on note
N(X) = {'BV |V € Mua(R), [IV] <1 et |BX|[V — BX =0},

17. Soient u,v € R™ avec u # 0. Montrer que

ol =l _ )
t—0 t [l

(6)

18. Soit X réalisant le minimum global de J. Montrer que si BXg # 0, alors nécessairement

BX)
—D(Xo) = tha
puis en déduire que —D(Xy) € N(Xp).
19. Soit Xj réalisant le minimum global de J et vérifiant BXg = 0.
a) Montrer que, pour tout H € M, 1(R), (D(Xy), H) < ||BH]|.
b) En déduire que D(Xp) € ker(B)*.
c¢) En déduire qu'il existe W € M,, 1(R) tel que D(Xy) ='BW.
d) En déduire qu’il existe V € M, 1(R) tel que D(Xy) = '‘BBV.
e) Montrer que ||BV| <1 et en déduire que —D(Xy) € N(Xp).
20. Soient u,v € R™, avec u # 0.

a) Montrer que

<u,v>>2 _ NPl — u,0)*

Ju-t ol = (el +
ful Jul?

(uy0)
= Al

21. Soient Xo, X € M, 1(R) et W € N(Xp).
a) Montrer que ||BX| — ||BXy|| > (W, X — Xj).
b) En déduire que J(X) — J(Xo) > (D(Xo) + W, X — Xo).

b) En déduire que ||ju + v|| —

22. En déduire que X réalise un minimum global de J si et seulement si —D(Xy) € N(Xp).

23. Dans toute la suite, n = p =m, A = I, et B est diagonale, définie par

R K sil<i<k,
“l0 sik+1<i<n,

2
o1l <k < mnetles a; sont non nuls. Posons p(Y) = Zle %, et définissons, pour A > 0,

gy
:_1+Z tad

at
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a) Montrer que, pour tout A >0, F(A\) < —1+ 4 DL
b) En supposant uniquement ici que p(Y) > 1, montrer qu’il existe un unique Ag > 0 tel
que F(X\g) = 0, et justifier A\g < %Zle y2.
c) Posons f=0si p(Y) <1et = Ao sinon. On définit Xo =Y — BV, avec
QY
0 sik+1<i<n.

sil<i<k,

Montrer que Xy réalise un minimum global de J.

d) Python. Les données sont un tableau unidimensionnel alpha contenant ajq, ..., ag, un
tableau Y contenant le vecteur Y, un flottant positif 1da représentant A et un flottant
positif epsilon représentant e.

i) Ecrire FoncSom(alpha,Y,1da) qui renvoie F/()).
ii) Ecrire CalcBeta(alpha,Y,epsilon) qui renvoie une valeur approchée 8, de 3 & e

prés, obtenue par dichotomie dans }0, i Ele yﬂ lorsque p(Y) > 1.

iii) Ecrire CalcSolution(alpha,Y,epsilon) qui renvoie un tableau contenant la so-
lution X ci-dessus.

Annexe : formulaire de commandes Python

Mathématiques générales

— np.linspace(a,b,n) crée un tableau de n valeurs uniformément réparties entre a et b.

— np.zeros([n,m]) et np.zeros(n) créent respectivement une matrice nulle de taille n x m
et un vecteur nul de taille n.

— np.arange(a,b,eps) renvoie les flottants de a a b exclu, de pas eps.

— np.shape (M) donne la taille de M; np.transpose (M) renvoie sa transposée.
— np.dot(M,P), M.dot (P) et M@P calculent le produit matriciel M P.
Algébre linéaire

al.inv(M) renvoie 'inverse de M; al.matrix_rank(M) son rang; al.matrix_power(M,n) sa
puissance n-ieme.

Simulations probabilistes
— rd.exponential(a, [q,r]) et rd.exponential(a,n) simulent des coefficients indépendants
suivant la loi exponentielle de parameétre 1/a.

— rd.normal(m,d, [q,r]) et rd.normal (m,d,n) simulent des coefficients indépendants suivant
N(m,d?).
— rd.gamma(a,1, [q,r]) et rd.gamma(a,1,n) simulent des coefficients indépendants suivant

v(a).

Graphiques
plt.plot(X,Y,options) trace les points définis par les listes X et Y; plt.grid() affiche un
quadrillage et plt.show() affiche le graphique.
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